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“A mi amada familia, y seres queridos.

Los rios no llevan agua,

El 5ol las fuentes seco, ...

j Yo sé donde hay una fuente
que no ha de secar el sol !

La fuente que no se agota,
es mi propio corazon...

V. Ruiz Aguilera (1862)

Después de Dios con
su infinito amor, mis
altos honores a las
ciencias médicas, me
han sanado otra vez.

PG.CM.

La inteligencia sin amor,
te vuelve perverso.

El dinero sin amor,

te vuelve avaro.

El poder sin amor,

te vuelve tirano.

Anonimo.

Prefiero estar ni muy exultante en la victoria,

ni muy apagado en la derrota.

Si hay una virtud en la vida es el ser equilibrado.

Vicente Del Bosque.

Puesto que soy imperfecto y necesito la tolerancia y la bondad de los demas,
también he de tolerar, los defectos del mundo hasta que pueda encontrar
el secreto que me permita ponerles remedio.

Mahatma Gandhi.
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Prologo

ste texto de matematicas con aplicaciones describe en general los temas que

constituyen un curso de matematicas de nivel universitario. Se han incorporado

muchas caracteristicas orientadas a proporcionar ejercicios y problemas de
aplicacion a las Ciencias Administrativas y Econdmicas.

La obra destaca la importancia de las funciones, formulas para derivar, y elasticidad de una
curva e integrales.

En el desarrollo de cada unidad se considera profundamente los contenidos tedricos como:
Pilares conceptuales, las formulas que se van a aplicar en el desarrollo de los ejercicios, los
conceptos y formulas en la solucidon de problemas.

El capitulo uno, titulado Funciones, se analizan los conceptos de variables, constantes,
funciones, limites; ademds se desarrolla un andlisis de limites, haciendo énfasis en que los
limites de una funcion y de una variable son los cimientos del calculo (primera derivada) cuando
el incremento de la variable tiende a cero.

En el capitulo dos, se analiza la interpretacion geométrica de la primera derivada;
observaremos como una recta secante que pasa por dos puntos de una curva, se transforma
en tangente; cuando uno de estos dos puntos es movil y el otro fijo, por lo tanto el primero se
acercard al segundo lo mas cercano posible. Luego se plantean las formulas basicas que sirven
para derivar funciones, y obtendremos la primera y segunda derivada.

El capiulo tres, estudia la elasticidad de funciones y de arco, enfoca ejercicios y problemas
de aplicacion. Ademas estudiaremos la elasticidad cruzada y las diferenciales con sus formulas
y aplicaciones.

El capitulo cuatro, estudia las integrales, en la misma se desarrollan ejercicios aplicando
cinco formulas bésicas. Luego se calcula el area que hay entre curvas, los ejes y los extremos

(limites) superior e inferior; para esto se aplica la integral definida.

Por tultimo, calcularemos el excedente promedio de los consumidores y vendedores y
finalizaremos con el célculo del mercado monopolio.

Pedro Correa Mendoza
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Funciones

Resumen
En esta unidad, se analiza los conceptos de variables, constantes, funciones y limites.

Se indica que el limite de una funciéon y de una variable son los cimientos del calculo,
cuando el incremento de una variable tiende a cero.

Objetivos de aprendizaje
B Evaluar las funciones.
B Calcular el limite de una funcion.

B Aplicar la regla de los cuatro pasos para obtener la primera derivada.
1.1 Variable, constante y funciones

1.1.1 Variable

Una variable es un elemento algebraico que forma parte de una funcion, a la que se le puede
asignar valores en el curso de un proceso. A las variables se las designa usualmente por las
ultimas letras del alfabeto (x, y, z)

Las variables se subdividen en dos tipos: independientes y dependientes.

La variable independiente es aquella a la cual se le puede asignar valores a voluntad arbitraria
dentro de las limitaciones que dependen del problema en particular.

La variable dependiente o la funcion es aquella que depende sucesivamente en la medida que
se da el valor a la variable independiente.

1.1.2 Constante

Una constante es un elemento algebraico que tiene un valor fijo durante el curso de un
proceso. Las constantes se subdividen en: numéricas y arbitrarias.

Las constantes numéricas también llamadas absolutas son las que conservan los mismos
valores numéricos durante un fenémeno, modelo o problema. Ejemplo: 4, 10, -5, V10 , T, etc.
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Las constantes arbitrarias también llamadas parametros, son aquellas a las que se pueden
asignar valores numéricos. Se representan por las primeras letras del alfabeto. Ej.:

2 x2 . y2y2

22 2

Ejercicio de aplicacion ( constante numérica)

En una progresion aritmética se presenta el caso de la constante numérica (llamada diferencia
comun) esta diferencia de términos puede ser creciente o decreciente.

La progresion es creciente, si la diferencia aritmética es positiva.
La progresion es decreciente si la diferencia aritmética es negativa.
La férmula que vamos a utilizar para demostrar la constante numérica es la siguiente

U=a+ (n-1) d (formula del ultimo término de una progresion aritmética)
U = ultimo termino

a = primer termino

n = numero de términos

d = diferencia comun

Ejemplo:
Encontremos el vigésimo término de la progresion aritmética

Utilizamos la formula U = a+(n-1) d

En donde a = 115; n=20; d =-3 (constante numérica)
U= 115+ (20-1) (-3)

U= 115+ (19) (-3)

U=115-57=58

Es la relacion entre las variables independiente y dependiente, los valores de la variable
independiente se denominan dominio, y los valores de la variable dependiente, rango o recorrido.

1.2 Evaluacion de funcion

Funcion es una asignacion de valores, para cada valor de una variable X (variable
independiente) en un cierto conjunto, de exactamente un valor de otra variable Y (variable
dependiente).

Relacion es una correspondencia que hay entre dos conjunto de elementos, a cada elemento
de primer conjunto le corresponde al menos un elemento del segundo conjunto
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Funciéon es una asignacion de valores, para cada valor de una variable X (variable
Independiente) en un cierto conjunto, de exactamente un valor de otra variable Y (variable
Dependiente).

El conjunto en el que se pueden escoger los valores de x se llama dominio de la funcion. El
Conjunto de todos los valores correspondientes de y se llama recorrido de la funcién o rango.

Para denotar una funcion se utiliza el simbolo f(x) y se lee f de x. Con el fin de distinguir
entre diferentes funciones se cambia la letra inicial, como en F(x), d(x), f’(x), etc.

El conjunto en el que se pueden escoger los valores de x se llama dominio de la funcion. El
conjunto de todos los valores correspondientes de y se llama recorrido de la funciéon o rango.

Para denotar una funcion se utiliza el simbolo f(x) y se lee f de x. Con el fin de distinguir
entre diferentes funciones se cambia la letra inicial, como en F(x), d(x), f’(x), etc. Evaluar una
funcién consiste en ejecutar un conjunto de operaciones analiticas con la variable, por ejemplo:

Evaluar una funcién consiste en ejecutar un conjunto de operaciones analiticas con la
variable, por ejemplo:

Y=19-x2

Paso 1: tabulamos la funcion

X Y
0 3
1 2.82
2 2.23
3 0
-1 2.82
-2 2.23
-3 0

Paso 2: Graficamos la funcion

Y

3

4

Y
Figura 1. Gréfico de la funcioén
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Paso 3: Hallamos las soluciones
Dominio: -3 <X < 3 Representacion con desigualdad compuesta
[-3; 3 ] Representacion con notacion de intervalo
Rango: 3<y=>0
Ejemplo 2:
Dibujar el grafico de las siguientes funciones y hallar sus dominios y recorridos

F(x)= |x-8|

Paso 1: tabulamos la funcion

X Y(x)
0 8
1 1
2 6
3 5
4 4
5 3
6 2
1 1
8 0
9 1
10 2
-1 9
-2 10
-3 11

Paso 2: Graficamos la funcion
Y

&

g

Y
Figura 2. Gréfico de la funcion
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Paso 3: Hallamos las soluciones
Dominio: todos los nimeros Reales

Rango y >0
Ejercicios de aplicacion

Dado F(x) = x*— x? + 8x -3. Hallar:

a) F);  b) FQ3); ¢) F(-2); d) F(5a)

a) F(5)=(5) (5 +8(5)-3=125-25+40-3 =137

b) F3)=(3) -3 +8(3)-3=27-9+24-3=39

¢) F(-2)= (-2)° (22 +8(2)-3=-8 4 16-3=-31

d) F(5a)= (5a)* —(5a)* + 8(5a) -3 =125 a’> — 25 a> + 40a -3

Siendo F(x) = 8 — 4x? + 9x3. Calcular:

F©0); F4); F(4); F@)

Desarrollo:

F(0)= 8 — 4(0)>* +9(0)* =8

F(4)=8 - 4(4)* +9(4)’ =8 - 64+ 576 =520
F(-4)=8 —4(-4)* + 9(-4)* =8 — 64 - 576 = - 632
F(1)=8—-4(1)*+9(1)’=8-4+9=13

Dado F(x) = x2 - 8x + 10, demostrar que F(t+1) = t2 — 6t + 3
Desarrollo:

F(t+1)=(t+ 1)>—8(t+ 1)+ 10

F(tH1) = + 2t + 1 —8t—8 + 10

Ft+l)=t*—-6t+3

Dado F(y) =y? -3y + 7, demostrar que F(y + h) =y*-3y+hQy+h-3) +7
Fiy+h)=(ythy’-3(y+h)+7

F(y +h)=y?+2 hy + h* - 3y -3h +7

F(y +h) =y?>*- 3y +2 hy + h* - 3h +7

F(y+h)=y>*-3y+hQRy+h-3)+7
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1 -h

Dado f(x) = - i) -1 demostrar que = f{ x+ h)— flx) = [Ty
1 1
[(x+h]+ ;- [r.:x11+ ;1
_r 1
(x+h)+1 x+1
1 1

[(x+h J+1] x+1

x+1-1[(x+h)+1]
[(x+R)+1][(x)+1]

x+1-x—h-1 . —h
[Ce+h)+11[Ge+1] — (x+h+1)(x+1)

' Autoevaluacion # 1

Evaluar las siguientes funciones:
1 SiF(x) = 6-3x+4x2, calcular
F(10); F(-5); F(3a); F(9).
2 Dado F(y)=y3 - 2y2 + 3y - 6, calcular
F(-6); F(4); E(5); F(6%); F(-2a).
3 Dado F(x) = x2 - 2x +5, demostrar que F(x + h) =x2-2x +h (2x +h-2) +5

4 Dado F(x) = 3x2 - 4x + 10, demostrar que F(x+ h) —F(x) = h(6x+3h-4)

F(x+h) - F(x)

5 Dado F(x) = 3x2 - 4x + 10 , demostrar que " =6x +3h-4
6 SeaF(x)=x2-4x+5,evaluar

A) F(5); B) F(-7); C) F(x+2); D) F(x); E) F(x-2)
7 SeaF(y)=y2+4y2-4y- 10, calcular

A) F(6); B) F(-4); C) F(-3); D) F(ttl);  E) (tH1)-F(Y)

8 Dado F(x) =x3 - 6x2 - 8x + 10, demostrar que

A)F(0)=10; B)F(2)=-22; C)F(-5)=-225

20 Pedro Correa Mendoza



Dado F(x) =x2 - 2x + 6, hallar

B) F(x-5);  C) F(5%); D)F(-8); E) F(x+ h);

G) F(x+h)-F(x)
h

9
A) F(x+5);

F) F(x+ h)-F(x);
1.3 Limites
Se dice que la variable v tiende a la constante 1 como limite, cuando los valores sucesivo de v

son tales, que el valor numérico de la diferencia (v-1) puede llegar a ser, finalmente, menor que

cualquier nimero positivo predeteminado tan pequefio como se quiera.

Ejemplo grafico:

limite —I_>

Figura 3. Gréafico de limites

El gréafico indica que cuando el nimero de lados del hexdgono tiende al infinito, ocuparia el

area total del circulo, y este seria el limite del hexagono.
La relacion asi definida se escribe lim v=I, también se usa v =>1, que se leera “‘v tiende hacia

el limite 17, y brevemente, “v tiende a 1”.

a) Hallar el limite que se indica
lim g+ 3x +2

U g+ 2x 43
Cuando el limite de la variable tiende a infinito; se divide cada elemento del numerador y

denominador para la variable de mayor grado

gx? 3x 2
lim, ... 3 Y + oy

8x* 2x 3

x3  x3  x3
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No Existe Limite

b) Calcular el limite de:

lim X—5
X3 xt—x —20

_ (x—5)
Im 5+ 4)

Se simplifica (x -5), y se remplaza lax =3

¢) Calcular el limite de:

xz—az

limx_,za I4—ﬂ.4

limy .25  (x+a)(x-a) _  (x+a) (x-a)
(x2-a2) (x2+a2)  (x+a) (x-a) (x2+a2)

Se simplifico (x +a ) (x—b), y se remplaza la x = 2a

1 1

lim —
x—2a 4a> +a* Sa
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1.3.1 Limites de una sucesion infinita

Es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los enter?s positivos, por ejemplo, cuando n
1 1 1 1
toma los valores 1, 2, 3, 4,..., la funcion definida por la 3n+1  dalasucesion 477710713

la sucesion se llama una sucesion infinita para indicar que no hay un tltimo término.
En el calculo diferencial e integral desarrolado por Ayres, por término general o enésimo
término de una sucesion infinita entendemos una férmula Sn para el valor de la funcién que

determina la sucesion infinita misma, se denota con frecuencia encerrando el término general
entre llaves; como es (Sn), o especificando los primeros términos de la sucesion.

1.3.2 Limite de una sucesion

Sucesion es un conjunto de elementos que mantienen un orden secuencial creciente o
decreciente.

La diferencia de una sucesion infinita con respecto a una sucesion; es que la primera no hay
un ultimo termino y la segunda tienden a un numero fijo.

Si los términos de una sucesion (Sn) tienden a un nimero fijo C, es el limite de la sucesion
y lo escribimos: Sn —C 6 lim p4oe Sn=C

Ejemplo: Consideramos la sucesion,

(En la parte inferior del grafico consta en el contenido redactado.)

. . . 5. 8 14

0 1 2 2 3 5
117
4 6

Fig. 4. Limite de una sucesion

Algunos términos que se han representado en el sistema de coordenadas de la
figura 1 al crecer n, los sucesivos puntos se acumulan hacia el punto 3, de manera tal que
su distancia al 3 acaba siendo menor que cualquier nimero positivo que se haya prefijado
como medida de la proximidad al 3, por pequefio que sea el nimero prefijado. Asi el punto,

_ 1 _3001-1 _ 3000 =2.997002997 y todos los puntos, siguientes se encontraran a
1001 1001 1001

SR

una distancia de 3, por lo tanto . (3 n
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.I Ejercicios resueltos: Sucesiones.

1.- Escribir los cinco primeros términos de las sucesiones siguientes.

a) ( 3n )

3n-2

S1— 3(1) i 3 :73: 3
31)-2  3-2 1

. 32 _ 6 _6_3
32)-2 6-2 4 2

G 33 _ 9 9
33)-2 . 9-2 7

. 3@ _ 12 _ 6
3@) -2 10 5

- 5 15

T 35)-2  15-2 13

b) ()" 3n
1+n?

Si=(-2)M*3a) _ 11
1+ 2

S2=(-2)P*32) _ g6 __46
+22 5 5

$3=(-2)3*1303) _169 _ 169
1432 10 10

Sd4=(2)®*13(4) _ 3512 556
1+4 2 17 17

95— (_2)(5)“ 3(5) _ _ gq15_1679
1+5 2 26 26

Los términos pedidos son:

I1 46 169 556 1679

2 5 10 17 26
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' Autoevaluacion # 2

Escribir los cinco primeros términos de las sucesiones siguientes:

O[]

by [3 ol n
> [ enmt ot

9 [12]

| n+1
d) O ]

r n
) | (n+l)(n+2)(n-2)]

D[4

8n
w27 |

g)[

1.3.4 Limite de una variable

La nocion de una variable que se aproxima a un limite se encuentra dada por geometria
elemental, al establecer o deducir la férmula que da el area del circulo, se considera el area de
un poligono o regular inscrito con un niumero n cualquiera de lados, y se supone, después, que
n crece infinitamente.

De acuerdo a Granville, el area variable tiende asi hacia un limite y este limite se define como
area del circulo. En este caso, la variable V (4rea) aumenta indefinidamente, y la diferencia
a-v (siendo el area del circulo) va disminuyendo hasta que, finalmente, llega a ser menor que
cualquier nimero positivo escogido de antemano, sin importar lo pequefio que éste se haya
elegido.

Limite
Limite
Figura 5. Limite de una Figura 6. Limite de una
variable (pentagono) variable (con més lados)
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Podemos apreciar que en la Figura No. 5 el nimero de lados corresponde a un pentagono (5
lados), entonces el area comprendida entre el pentdgono y la circunferencia se aprecia que es
mas grande con respecto a la Figura No. 6, en la que el nimero de lados ha aumentado de 5 lados
a 12 lados (dodecagono); ahora por supuesto el area entre el dodecagono y la circunferencia ha
disminuido.

1.3.5 Limite de una funcion
Ejemplo 1

La funcién de ganancia para un producto esta dada por

P(x) = X%+ 9x +20

Encuentra el limite de lim P(x)
X — 10

Factorizamos la expresion
P(x)=( x+5) (x+4)

Remplazamos x =10

P(10)=( 10+5) (5+4)

P(10)=(15) (9)

P=(10)= 135

el limite es 135

Ejemplo 2

El ingreso total para un producto esta dado por

R(x) = 1500x - x*

Donde x es el numero de unidades vendidad ;Cual es limite R(x)?
X — 50

Como el limite R(x), se descompone la funcion R(x)

R(x) = x(1500-x)
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Lucgo remplazamos

R(50) 50 (1500 - 50)
R(50) 50 (1450)  § 72500
El limite de R(x) es $ 72500
X m— 50

Ejemplo 3

o 2 : . :
Si elingreso por un producto es R(x) — 150x  0.2x= y ¢l ingreso promedio por unidades cs

R(x)

X

R (x) =

x>0

: . R(x)
Lncuentra : lim —_—
X — 60 E

Como el limite de la variable X - 00, procedemos de la siguiente manera

150x— 0.2x°

x

lim

x =60

lim (150-0.2x)

X—60

Remplazamos x - 60

lim 150 -0.2(60)

x—60

lim, g 150 — 12 =138

[ljemplo 4

Suponga que las ventas diarias (cn dolares) t dias despucs de terminar van campana

L 1500
publicttartason S S (1) 300 | ——
t+1

a.  Encuente S(8)
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b. Encuentre lim,_ 5 s(%)

a. Remplazaremos directamente en la funcion S (8), porque no hay un propuesta de limite,
tenemos

1500
8+1

S=S(8) = 300+ 166.66

S=S(8) =300+

S=S(8) = 466.66

b. Procedemos de la siguiente manera

S=S (1) = 300(¢+1)+1500  300f +300+1500
t+1 t+1

300£+1800

$=S= t+1

Factorizamos el nunerador

lim s(¢) 300 (¢t +6)
r— 3 t+1

t— 3

Remplazamos

lims(t) 300[(3)+6] 300(9)
t—=3 (3H+1 4

=675

De acuerdo a Granville si F es una funcion, decimos que f(X)n—oc=A, | si el valor de f(x)
se hace arbitrariamente proximo a A cuando X se aproxima al valor de A.

Por ejemplo limx?__, =16, ya que x2 se hace arbitrariamente préximo a 16 cuando X se
acerca a 4.
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1.3.6 Limites Particulares
Los limites particulares son relaciones que se presentan en los procesos matematicos, y se
aplican de la siguiente manera: En cada uno de los ejemplos de los limites particulares se puede

apreciar que V tiende a limite.

Escrito en forma de limites:

1 @
lim, , ¢ =0

i cv

lim,  __ oo
i %
l1mvﬁoo?= o0
: N
lim  _ €=0

C

— = OO

0

C *¥*oo =00
(Z'—OZCXD

C

£ -0

.I Ejercicios resueltos: Limites

1. Interprete 1imX—>—T—oo como abreviatura de 1im1’1—>oo 0 limn_)_oo y calcule el limite

dividiendo primero numerador y denominador para la potencia mas alta de X presente.

a) lim 8x3-5x+2
X—oo 7x3.4x2-6

3
8x 5X+2

lim X % X
X—oo 7x3 ) 4x2 6
X3 X3 X3
8 - 52 +i3
lim S S
X —oo 4 6
- - 3
X X

Matemdticas para las Ciencias Administrativas y Economicas = 29



3 - s
lim ©? ' _ 8
T 4 6
7 - e'e) - 003 7
b) lim,__ Ix22x-6
7 9+ 6x2-3x
7x2+ 2x 6
. X2
lim
s 0 6x2 o 3x
x2  x2  x2
7 4 2 i 6
i x  x2
X—oo 9 3
2+ 6 _
x2 X
2 6
T + -3 .
6
92 L6 _ 3
B i 4x3

X —oo X2+2

4x3
3
. X
lim
X — 2
- x2 . 2

x3 X3

lim 4
. ©
X X3

limy | % __ no existe limite.

limy | % _ 4 no existe limite.

Dado f(x) = x3+5x, Hallar lim, _, fGxth)-f(x)
h

lim, o fxh)-fx) _ lim (x-+h)3+5(x+h)-(x3+5x)
h—0————— = "Mh—0 .
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lim x3+3x2h+3xhZ+h3+5x+5h-x3-5x
h—0 h

lim 3x%h+3xh2+h3+5h
h—0 h

lim h(3x2+3xh+h2+5)
h-0 h

ﬁimO 3x243x(0)+(0)+5=3x2 +5

2. Calcular los limites que se indican

a lim_, x3 _lm_ , (3 _ 1 _ 1 _ _ 1 _ 4
T x26x+9 . (x-3)2 x-3)  (23) 1

by lim_ , x3+64_ lim  , (x+4)(x2-4x+16) _lim  , x2-4xtl lim  , 16a’t16a+16
AT T ) (x-4) B N O T

’ Autoevaluacion # 3

Calcular:

a) lim 4x2-5x+2
X— o0
x3+2x

b) lim_ 8x4-3x3+2x
% 4x4-6x2+2

) lim__ 8x+3
6x-2
d) lim x2+5x+6
X—oo —————(——
x+3

e) lim x2+4x+4
(x+2)

li x+1
DM o

. 2_x2
g lim_ Wl#
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. 2
h) lim o x2-4
) N=oe x2 5x+6

i) lim 1x3 -2x2+5x-1
X2 x4.3x342x+5

i) lim 9x4 -5x+2
X0 10x4-3x2+3
li 2x3+5
k) lmX—M)O X4

i 2-2x+1
) lim XZmexml
)

lim . X>-16
X=3 10 8x+16

n) lim, ) (2-4t+4)

0) lim x3-27
X—a
(x2+3x+9)

p) lim x2-25
X—a
x2+10x+25

Problemas propuestos

1)Ingreso S. el ingreso por un producto es R(x) =200 x — 0.1x? y el ingreso promedio por
R
unidad es R(x) = R&J , x>0
X

. Eix)
Encuentre hmx_,,ﬁ—Jﬁ

2) Ingreso. El ingreso total para un producto esta dando por:

R (x) = 1200 x - x2

lim R (x) ,
x—= 40

Donde x es el nimero de unidade vendidas ; Cual es el limite de

3) Ganancia si la funcidn gerencial para un producto estdndar por

P(X)=x%+5x+4
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lim P(x)

Encuentre :
x—8

4) Ventas. Suponga que las ventas diarias ( en dodlares ), t dias después de terminar una
campana publicitaria son :

100

S=S(t) = 2{]{]+;
Encuentre S(6)

lim S(t)

Encuentre
t—6

1.4 Derivacion de funciones

La derivada también se la conoce con el nombre de Coeficiente Diferencial, es la tasa de
cambio instantanea de las variables asociadas

La derivacion es una regla que comprende cuatro pasos, para obtener la primera derivada de
una funcion.

Dentro de este calculo el incremento esta representado por el simbolo A (delta) y, en donde
se lee:

AX incremento de X,
Ay incremento de y,
AO incremento de 0.

Primer paso: Se reemplaza en la funcion la variable X por X+AX, y se obtiene el nuevo
valor de la funcién Y+AY.

Segundo paso. Se resta el valor dado de la funcion del nuevo valor y se obtiene AY
(incremento de la funcion).

.. Ay
Tercer paso: Se divide ﬂ—”
X

Cuarto paso: Se calcula el limite de este cociente cuando AX tiende a cero en el segundo
miembro.
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.I Ejercicios resueltos
1. Hallar la derivada de la funcién Y=2X2-3
Y=2X2-3
1° Paso.

Y+ 4y =2(x+ Ax)* -3

Y + Ay = 2[x? + 2xAx + (Ax)%] - 3
Y+ Ay = 2x% + dxAx + 2(Ax)*— 3
2° Paso.

Y+Ay =  2x*+4xAx+ 2(Ax)*—3

Y = —2x* +3

S Ay =S 4xAx+ 2(Ax)% -

3° Paso.

Ay  4xAx p 2(Ax)?

Ax Ax Ax
Ay

— = 4x + 2Ax

Ax

4° Paso.

Dx—0 en el segundo miembro

Y
- = 4x +2(0)
d}r_4
i

2. Hallar la derivada de la siguiente funcion

Y — 31° — 2t
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Y+ Ay = 3(t+ At)® —2(t + At)?
Y + Ay = 3[t3 + 3t2 At + 3t(A)% + (AD)®]  — 2[t? + 2tAt + (AD)?]
Y + Ay = 3t3 + 9t2At + 9t(A)* + 3(AL)® — 2¢? — 4tAt — 2(Ar)?

-¥ =3 + 2t2

SOOAy =s0 9tPAt+9t(A)? + 3(AE)R o —4tAt — 2(At)?

Ay 9t’At N 9t(At)? . 3(At)®  4tAt  2(At)?
At At At At At At

Ay - -
A—; = 9t* +9t(At) + 3(At)" — 4t — 2At

At — 0, en el segundo miembro

dy . .
= = 9t% +9¢(0) +3(0)* — 4t — 2(0)

(x+ ﬂx)z

Y4 Ay=———"_
1+ (x+ Ax)

Y_ X2

1 +x

_ (x + Ax)? x?
YT It (x+ox) 1+x

_ [x? 4 2xAx 4+ (Ax)?] (1 + x) —x*[1 + x + Ax]
B [1+ (x +Ax](1+ x)

vV
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_ x4 2xAx + (Ax)* + 2% 4+ 2x%Ax + x(Ax)® — x? —x¥ —x%Ax
[14 (x +Ax)](1 + x)

Ay

2xAx + (Ax)* + x?Ax + x(Ax)?
[1+4 (x + Ax)](1 4+ x)

Ay =

Ay Ax(2x+ Ax + x* + xAx)
E_— + Ax
Ax [14 (x+ Ax)](1 + x)

Ay Ax(2x+Ax+x"+Ax) 1
Ax  [1+ (x+A0)](1+x) Ax

Ay 2x+ Ax+x*+Ax

Ax [1+(x+Ax)](1+x)

Ax = 0, en el segundo miembro

dy 2x +x?
dx (1+x)?
1+ x°
Y =
x

1+ (x + Ax)?

Y+Ay=
Y (x + Ax)
oy o 1+x2
X
I+ (x +Ax)? 1+ x?
(x +Ax) X

x[1+x%+ 2xAx + (Ax)?] — (x + Ax)(1 +x%)
x(x + Ax)

Ay =

x+xP+2x%Ax + x(Ax)? — x — x¥ — Ax — x%Ax

Av =
2 x(x + Ax)

xlAx+ x(Ax)? — Ax

Ry =
4 x(x + Ax)
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Ay Ax(x*4+x-1)
—= =+ Ax
Ax x(x + Ax)

Ay Ax(x® +x — 1)c J
Ax  x(x+Ax) Ax

ﬂ}r_x2+x—1
Ax  x(x+Ax)

Ax — 0, en el segundo miembro

dy x*4+x-1

ax  x(x+0)

3}?_x2+x—1

ax x2
’ Autoevaluacion # 4

Derive las siguientes funciones, aplicando la regla de los cuatro pasos.
7. Y=3x2+2xT5

2. S=28+512

2
3w, y= SXFX°
X
2X
4, = P
- 1+ 2x2
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4

Formulas para derivar

Resumen

En este tema tratamos a la primera derivada desde el punto de vista geométrico, cosa que
es independiente con los respecto a los cuatro pasos de la derivacion, se debe observar que
aqui hay una secuencia de conocimiento cientifico que se van desarrollando en la medida que
logremos llegar a las formulas para derivar las funciones.

Analizamos la interpretacion geométrica de la primera derivada, indicando como una recta
secante que pasa por dos puntos se transforma en recta tangente, cuando uno de estos dos
puntos es movil y el otro punto es fijo; por lo tanto, el primero se acercara al segundo lo mas
cercano posible y en esa instancia se origina la primera derivada, cuando el incremento de la
variable tiende a cero.

Objetivos de aprendizaje

B Interpretar geométricamente la primera derivada.

B Obtener la primera derivada aplicando férmulas.

B Aplicar la primera derivada a los problemas de economia y administracion.

B Encontrar los puntos maximos y minimos de una curva, aplicando calculo diferencial.

2.1 Interpretacion geométrica de la primera derivada

Una vez que han sido desarrolladas y asimiladas las operaciones basicas con las funciones y
el concepto de limite, dirigiremos ahora nuestra atencion a la interpretacion grafica de la razon
de variacion de una funcion. Esta interpretacion, que es bésica para la compresion del calculo,
se refiere a la pendiente de la tangente a la curva de una funcion.

Consideremos los puntos P (x, y,) y Q(x, y,) en la ﬁgulra 3. Sabemos que la pendiente de la

recta que pasa por estos puntos estd dada por ; = %’._ Esta, sin embargo, es la pendiente
X% - X
de la recta que pasa por Py Q y no de otra recta. Si hacemos que Q tome una posiciéon mas

cercana a P, la pendiente de PQ se aproximard a la pendiente de la tangente a la curva en P (ver
figura 4). De hecho, cuanto mas se acerca Q a P, mayor sera esta aproximacion. No es posible
hacer que Q coincida con P, pues entonces no se podria definir la pendiente de PQ en términos
de las coordenadas de los dos puntos. La pendiente de la recta tangente, a menudo denominada
pendiente de la curva, es el valor limite de la pendiente de PQ cuando Q se aproxima a P.
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y Figura 7

»
L

Q(x2; y2)

P(x1; yl)

v
>

Figura 8. Recta Tangente

>

En esta secuencia grafica se
puede apreciar que en cada una
de las curvas hay dos puntos por
donde pasa una recta secante, un
punto es fijo y el punto es movil,
en la medida que el punto moévil
se carca al punto fijo lo mas
cercano posible la recta secante
se convierte en recta tangente,
dando origen al teorema de la
primera derivada; que esta en el
contenido del libro. (Figura 7)

DY

DX

Figura 9

En esta secuencia grafica se
puede apreciar que en cada una
de las curvas hay dos puntos por
donde pasa una recta secante, un
punto es fijo y el punto es movil,
en la medida que el punto movil
se carca al punto fijo lo mas
cercano posible la recta secante
se convierte en recta tangente,
dando origen al teorema de la
primera derivada. (Figura 9)

Teorema de la primera derivada.- El valor de la derivada en cualquier punto de una
curva es igual a la pendiente de la tangente a la curva en aquel punto.
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.I Ejercicios resueltos: Primera Derivada

1. Hallar la pendiente de la tangente a la curvaW y = x> + 2x en el punto P (1,3),
determinando el limite de la pendiente de las rectas PQ cuando Q se acerca a P.

x |y Punto Q Q Q Q P
0 10 X, 2 1.5 1.3 1.01 1
1 3
2 8 Y, 8 5.25 4.29 3.04 3
T
-3 5 2.25 1.29 0.04

o0 72
33 x,-1 1 0.5 0.3 0.01

_y2-3 5 4.5 4.3 4

M= o]

Se puede apreciar en la tabla que hay un punto fijo P (1,3), ademas esta la tabulacion que
indica que la funcidon esta remplazandose secuencialmente; en la medida que se remplaza hay un
cambio de valores; este cambio de valores corresponde al valor que va obteniendo la pendiente.

Y

Figura 10. Grafica de la
funcion.

2. Hallar la pendiente de la tangente a la curva y =5 — x* en el punto P (1; 4), determi-
nando el limite de las pendientes de las rectas PQ cuando Q se acerca a P

x |y Punto Q, Q, Q, Q, P
UE X, 2 1.5 1.1 1.01 1
T 14
ST Y, 1 2.75 3.79 3.9799 4
3[4 y, -4 e -1.25 021 | -0.0201
T 14
1T x,-1 1 0.5 0.1 0.01
. -3 2.5 2.1 -2.01
x2-1
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' Autoevaluacion # 5

Hallar la pendiente de la tangente a la curva en el punto que se indica, determinando el
limite de las pendientes de las rectas PQ cuando Q se acerca a P.

HY=x-1 P (0; -1)

2)Y=1-x P(0; 1)
2.2 Férmulas para obtener la primera derivada

2.2.1 Derivada de una constante

La derivada de una constante es cero. En calculo se considera constante a todos los niumeros
reales y a las primeras letras del alfabeto.

dc
a0

2.2.2 Derivada de una variable con respecto a si misma

La derivada de una variable con respecto a si misma es la unidad.

aw _
dx

2.2.3 Derivada de una suma

La derivada de la suma algebraica de un niimero finito N de funciones es igual a la suma
algebraica de las derivadas de las funciones.

d du dv dw
E(u-i-v-w) T dx * dx = dx

2.2.4 Derivada del producto de una constante por una funcion

La derivada del producto de una constante por una funcion es igual al producto de la constante
por la derivada de la funcion.

d v
E (CV) = C dx
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2.2.5 Derivada del producto de dos funciones

La derivada de un producto de dos funciones es igual al producto de la primera funcién por
la derivada de la segunda funcion, mas el producto de la segunda funcion por la derivada de la
primera.

d dv du
— (uwv)=u —+ v —

dx dx dx

2.2.6 Derivada de la potencia de una funcidn, siendo el exponente
constante

La derivada de la potencia de una funcién de exponente constante es igual al producto del
exponente por la funcion elevada a un exponente disminuido en una unidad y por la derivada
de la funcion.

d d
a (vnj =n vn—i é

a  omy n—1
7 (x™) =nx

2.2.7 La derivada de un cociente

La derivada de un cociente de funciones es igual al producto del denominador por la
derivada del numerador, menos el producto del numerador por la derivada del denominador,
todo dividendo por el cuadrado del denominador.

uw dv

2.2.8 La derivada del cociente de una funcion dividida por una
constante

La derivada del cociente de una funcién dividida por una constante es igual a la derivada de
la funcion dividida por la constante.

d ru éﬁ
L.
ml-)- =
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.I Ejercicios resueltos: Derivadas

Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

¥Y=3x%4+ 2x2—5x+ 10

_dy _d (3x%)  d(2) d(5%)

d (10)

dx dx dx dx dx

dy

dx=3(3x2)+ 2(2x)— 5(1) +0

dy

A

=9x?4 4x—5
dx

Y= (6x"— 3x)?
y = (6x2y—2 (6x*)(3x)+ (3x)?

y = 36x* — 36x3 +9x2

dy d(36x*) d(36x7) N d (9x?)
dx dx dx dx

dy d(x*) d (%) d (x%)
T 36—dx — 36 -~ +9 —~

A

d A
d; = 36(4x¥)— 36 (3x3)+9(2x)

= 144 x* — 108x%+ 18x
dx

Y=2/(6x% + 2x — 1)2

Y=(6x*+ 2x—1)=

2

dy
dx
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J_262+2 1_%—d6x2+d2x dl
dx_B(x * ) | dx dx dx
d}r_262+2 1_%_6dx2+2dx dl
dx_3(x * ) | dx dx dx
dy 2 \ 1
di=§@r+2r—Q3M@@+2U}—m
9y _2 632+ 2x — 1) 3 (12x 4 2

2. 3.(6% x—1) 3(12x+2)

dy 24x + 4

| 1

X 3(6x242x—1)3

dy = 24x+4

dx 33 6xZ+ 2x— 1

v3x 4
Y - & \-‘E
1
(3x)2 4
y = Y T
°
Iy 1L
(3x2) (xE)— 4(6)
W= E
6x2
3x— 24
}7 = l
6x2
14 d 1
e 6x2 (3x—24) — (3x— 24)£(6x¢)

I
(6x2)?

1 1 1
6x2(3) — (3x — 24) (Gix 2)
}r p—y

36x

1 1
_ 18x2— (3x—24)(3x 2)

36x

’

v
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18.’1’" - xl',ufﬂ
:r’ — . s
/ 36x
18x — 9x 4 72
T
ro__ X2
F~ 36x
1
., Ix+72
y = 3
J6x2

5. .Y =8(/(9x®+2x2— 3x—5)3

d dv
E(cv) =c

d‘—sd 9x? +2x% -3 5%
- dx(x x x—5)
dy d

=38 [393+22 3 5%‘1d93+22 3 5]
dx dxz(x = \ ) dx(x 5 - )

D 5@ (3 0x5 1207 — 30— 58 [ 2D 40D jd0) S
dx  dx 2[ N - x=5)2 dx dx dx  dx
2 _ g{2 (9x® + 247 — 3x — 5)5 [0 (3x) + 2(2x) — 3(V)])

dx 2

@ _ o393 L 952 — 3x — 55 (272 _]
2 — {2(9x% + 24 — 3x — 5)7 (272 + 4x — 3)

% = 12v9x® + 2x2 — 3x — 5(27x” + 4x — 3)

_ (16t*-3t+6)°

6. S
10 a
dy u o
¥ el
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ds 3(16t*— 3t +6)° j—x (16t — 3t + 6)
dt 10a

: 2 [164() _ ;4@ d(6)°
d5_3(16t —3t+6) [16 di -3 dt + dt

E -~ 10a

ds _ 3(16t” — 3t +6)°[16(2t) —3(1)]
dt 10a

ds_  3(16t2 -3t +6)? (32t-3)
dt 10a

1
gy 4507307 (527 - 30)

dx 5

A G i )

dx 5

dvy 4 {[% (5x*— Sx)_%(lﬂx — 3)]}

1

5
2(10x — 3)

ES
dy  (5x*—3x)2
dx 5
dy  20x—6
dx 5y5x2—3x
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2+6x
Z2—6x

ba| =

2+6x)
2— bx

1
_(2+6x)?

d

dx

dy _

dx

dy

dx

g ey
u):vdx Ydx

i

(2 —6x)2

dv

12

1d — 14 L
(2—6x)2-(2+ 6x)2 — (24 6x)2 (2 — 6x)2

[(2 — ﬁx)%]‘

(2 6x)2 E (2+6x) T

1 % (2 + t’:x)] = (2 + 6_}'.)%[% [2 - Gx) ‘%—1 %(2 _ 6.}.)]

(2 — 6x)

E:(z—csaxj [ (2 + 6x )‘%(d2+edx)] (2 + 6x)7 [ (2 —6x j'%(dx ﬁ)]

dy

-

&

(2 — 6x)

(2—6x)2 [ (2+6x) 2 (+6)—(2+61) H (2—6x)2 [—6)]

(2 — 6x)

gy - 6x)2 [(z + 6%) ‘%(3)] —2+ Gx)%[[z - 6x]_%(—3j]

dx

d Yy
dx

1
3(2 — 6x}§ 3(2 + Euc}z

3(2—6x) +3(2 + 6x)

dy _ (2+6x) /22— 6x) /2

dx

(2 — 6x)

(2 — 6x)
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6—18x+ 6+ 18x
T 1

dy _ (2+6x)3(2— 6x)2

dx (2 —6x)
1
dy 12
Bx 1 3
(2+6x)2(2 —6x)2
dy 12

dx  \2+ 6x,/(2 — 6x)°

u dv
y = 3x?+2 dy (E) _ P
9. 5x—1 dx \w v?

dy (5x— 1)%(33:2 +2)—(3x%*+ 2)%(5;: - 1)

dx (5x — 1)2

dy (5x—1)(6x) — (3x%+ 2)(5)
dx (5x — 1)2

dy 30x®—6x—15x"—10
dx (5x —1)?

dy 15x” —6x—10
dx  (5x—1)?

10. S = 6a(3x*— 2)?

5 =6al[(3x")* — 2(3x*)(2) + (2)7]
S5 =6a(9x*—12x* +4)
S=54ax? - 72ax? + 24a

ds

&= :—x (54ax*® — 72ax? + 24aq)

dx

ds ca dx* - dx? +d(24a)
dx - dx - dx dx
ds

Be= S54a(4x?®)— 72a(2x)
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£ 216ax® — 144
= ax® — ax
dx

11. ¥ = (6x*—3)W2x+ 1

1
¥ = (6x"—3)(2x+1)2

d( )= dv+ du

dxuv—udx ‘lﬂdx

dy—(ns,2 Ejd2+1%+2+1% 6x%—3

—=(6x2—3)— (2x + )2 + (2x + 1)2—— (6x* ~3)

d}l—(ﬁ . 3)"]_2 +1%_1d o +1:|+ 2 +1%6dx2 a3
il G 5 (2x+1)2 "~ @2x+ 1)+ (x+1)2[6————

2,

y r 1y ode d 1
B (6x* —3) %(Zx-{- 1) :(ZE +£)] + (2x+1j;[6(2x)]

E = (6x*—3) E(Zx + 1j_%(2)] +(2x + 1j%(12xj
dx | 2+ | :

dy (6x*—3)
—=—7+12x(2x + 1)

(2x+ 1)z

4
2

dy (6x*—3)+12x(2x+1)
- 1

& (2x+1)2

dy 6x% — 3+ 24x% +12x
N 1
gix (2x +1)2

dy 30x*+12x—3

v2x+ 1

&

12. ¥ =V4x2 4+ 3/5x—1

Y =+ (4x2+ 3)(5x— 1)

¥ =+/20x3 —4x2 + 15x — 3
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;1
Y = (20x%— 4x* +15x — 3)2

d dv
| ny — n—1_ "
dx(v ) =nv .
W L 20x7 - ax? + 15— 3) 7% (2007 — 4x? + 15x— 3
dx_Z( - & x—3) dx( & . . )
9 L 20— ax? +15x —3)73 |20 40, g B3
. —2( x x x ) IE i T dr  dx
dy 1 . __ 5
—=3 (20x® — 4x* + 15x — 3)"2[20(3x%) — 4(2x) + 15(1)]
Y
dy 1. . U
< = 5 (20x° — 4x® + 15x — 3)7Z2(60x” — 8x + 15)
X
dy (60x® — 8x + 15)
dx 3 2 -
2(20x° —4x* + 15x — 3)2
dy (60x? — 8x + 15)

dx  24/20x3 —4x2+ 15x— 3

Analisis marginal

La derivada tiene varias aplicaciones en la administracion y la economia( tasa marginales ).
La tasa marginal es una tasa de cambio

Costo marginal

Suponga que el fabricante de ciento articulos descubre que con la finalidad de produccion x
de estos articulos a las semana, el costo total en dolares esta dado por.

C=300 + 0.04x2 . por ejemplo
Si se producen 150 articulos a la semana , el costo esta por

C =300+ 0.04(150)?

C=300+ 0.04(22500)

C=300+ 900
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C=$1200

El costo promedio por articulo al producir 150 articulos es

1200_$8
150

Si el fabricante considera cambiar la tasa de produccion de 150 a ( 150 + Ax ]2 unidades por
semana, en donde Ax representa el incremento en la produccion semanal . el costo es

C+ Ac =300 + 0.04 (150 + Ax)?

C+ Ac =300 + 0.04 [(22500 + 300Ax + (Ax)?]

C+ Ac =300+ 900+ 12 Ax+ 0.04(Ax)?

C+Ac=1200+ 12 Ax+ 0.04(Ax)?

Por consiguiente, el costo extra determinado por la produccion de los ariculos adicionales es:
Ac={c+Ac)—c= 1200+ 12 Ax+ 0.04(Ax)* — 1200

= 12 Ax+ 0.04(Ax)2

En consecuencia costo promedio por articulo de las unidades extras
2 = 12 Ax+ 0.04(Ax)?
AX

A€ _ 12 + 0.044x
AX

Por ejemplo, si la produccion crece de 150 a 200 articulos por semanan ( de modo
que Ax = 50 ) ,se sugiere que el costo promedio de los 50 articulos adicionales es igual a

12 + 0.04(50) =514

Entoces, el costo marginal es el valor limite del costo promedio por articulo extra cuando
este numero de articulo extra tiene a cero, es decir

lim
Ax—=10

Costo marginal el =

=§12

Entonces, el costo marginal es la derivada de la funcion de costo con respecto a la cantidad
de producida.
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) de
Costo marginal = —
dax

El costo marginal mide la tasa con que el costo se incrementa con respecto al incremento de
la cantidad producida.

Ejemplo 2 uc

2~ lim (12+0.04%)
AX

Costo margin: Ax =0
C(x)=0.001x*— 0.5x% +50x+ 200

Determinar el costo marginal como una funcién de X. Evaluar el costo marginal cuando la
produccion esta dada por
X=40 , X=060

c(x) = i =0.001 (3x2)—0.5(2x) + 50(1) + 0
0.003x% —1x+50
Esta funcién, el costo marginal da el costo promedio por articulo de crecimiento de la

produccion por una pequefia cantidad dado que ya se ha producida por articulo, cuando se han
producido 40 unidades, el costo marginal de los articulos extra estan dado por:

C(40) = 0.003(40)% — 1(40) + 50
C(40) = 0.003(1600) — 40 + 50
C(40)=514.8

Si x = 60 articulos, el costo marginal es :

C(60) = 0.003 (60)2—1(60) + 50
C(60) = 0.003 (3600) — 60 + 50
C(60) = 10.8 — 60+ 50 = 0.8

Podemos apreciar que el costo marginal decrece a medida que la produccion aumenta de 40
a 60 unidades. -

La razén de esto estaba es las economia de escala, que provoca la fabricacion de pequenas
cantidades de bienes sean relativamente mas cara que la produccién de grandes cantidades.
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Sin embargo cuando X se hace muy grande, los costos empiezan a aumentar a medida que la
capacidad de las unidades de produccion existente llegan a gastarse, y empiezan a ser necesario
invertir en una nueva planta o maquinaria o pagar horas extras a los trabajadores, etc

¢

C'(x) =0.003x2—x +50

Cc’(0) = 0.003(0)%— (0) +50 =50
60

C’(20) = 0.003(20)2 - (20) + 50 = 31.2

40
2“¥ C’(40) = 0.003(40)2 — (40) + 50 = 14.08

2 10 60 X C’(60) = 0.003(60)> —(60) +50=10.8

Figura 11. Grafico del costo.

Ingreso y utilidad Marginales

Ahora consideremos los ingresos derivados de la ventas de los productos o servicios de una
empresa.

R(x) =lim _ 4

Ingreso marginal = Ax—0 4

AR = Nuevo ingreso - Ingreso marginal
AR=R (x+Ax)—-R (x)

Ingreso promedio es el ingreso por articulo adicional vendido, se obtiene

AR _ (Articulo adicional vendido)
AX  (Articulo adicionales)

Ejemplo # 3 (Ingreso marginal)
Si la funcion ingreso esta dada por
Determinar el ingreso marginal cuando x = 100

Solucidon. Entonces derivamos
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d
R(x) =—= 20— 0.01(2x)
dx R(x)= 20x—0.01x"

d
R'(x) = ax 20—0.02x

Entonces si x = 100 articulos, el ingreso marginal es:

R°(100) = 20— 0.02 (100)
R(100) = 20—2 =18

Asi que cuando se vende x = 100 articulos, cualquier incremento pequefio en las ventas
provocan un aumento en los ingresos de $ 18 ddlares por articulo.

Ejemplo # 4 (utilidad marginal)

La ecuacion de demanda de ciento articulos es p + 0.1 x =100

Y la funcion del costo es C (x) = 4000 + 30x

Calcule la utilidad marginal cuando se produce y vende 200 unidades
Solucion. La funcion de ingreso esta dada por :

R(x)=xp = x(100—01x)=100x — 0.1x?
Por consiguiente, la utilidad ganada por la produccion y venta de x articulos esta dada por:

P(x) =R(x) —C (x)

P(x) = (100x—0.1x*) — (4000 + 30x)
P(x) = 100x— 0.1x* — 4000 — 30x

P(x) = 70x— 0.1x* — 4000

La utilidad marginal es la derivada P’( x) ya que P (x) es una combinacion de potencias,
usamos la férmula de las potencia para calcular su derivada

P(x) = i (70x — 0.1x2 — 4000
P'(x) ==(70 — 0.1 (2)]

P(x) = i (70 — 0.2x
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Si x =200 unidades, obtenemos

P(x) = 70 — 0.2 (200)
P'(x) = 70 — 40
P'(x) = 30

Asi pues, cuando se produce 200 articulos, la utilidad marginal, esto es la utilidad extra por
articulo adicional cuando la produccion se incrementa en una pequefia cantidad de $ 30 ddlares

Luego, cuando x =400 unds, la utilidad marginales es :

P(400) =70—0.2x
P*(400) = 70 — 0.2 (400)
P’ (400) = 70 - 80

P’ (400) = —10

En consecuencia, si se producen 400 unidades, un pequefio incremento en la produccion da
como resultado una pérdida ( esto es, una utilidad negativa) de $ 10 por unidad adicional.

' Autoevaluacion # 6

1. Hallar la derivada de las siguientes funciones
Y =+V6x2—2x+3
Y =6x*+3x%—5x+2

5 = (9x*— 5x)?

¥ =7bV10x% — 3x+ 1

—————

Y = 93/(15x% + 3)?

o212
V8x<+3
Yy =——=
7
(9x%—3)2
Y =
10
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5—3
S43x

Y =

15x2+1
Vex+1

Y=7x*—8x¥+20x*—10x + 6
Y = 10x®—20x?+ 5x — 10
Y =4ax®—3bx+5
Y = (4at® + 2bt* — 5t + 2)
Y=(-—-)

.

Y = (6xz — 6x7)

Y =+vV6x?—3x

Y= {(7x% —2x+ 2)5
F(x) = V10x2 — 3x
V= (4a—3)

Y = 6aV3x% —2

Y = 7b(3x*— 2)?

Y = 83/(2x? —3)°

Y =V5x2+2(3x%+ 1)
Y = (6x —2)V15x + 2

Y= (4x*+ 2)*(5x— 1)
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Y =
6+2x
VixZ+2
Y =
e |
_ (10x-2)*
(6x+5)
Vox2+5
Y =
7
—
V162 —-208+3
y — oo
15a
[(8x2+5)2
y=1— """~
10

' Problemas propuestos

Ejemplo # 1

El fabricante de ciento articulos articulos descubre que con la finalidad de producir x de
estos articulos a la semana, el costo total en dolares estd dado por

C=500+0.05x2

Hallar:

a. Costo ( C) sise producen x =300 articulos semanal
b. Costo promedio

c. Si el fabricante cambia la tasa de produccion de ( 300 + Ax) unidades/semanal, hallar el
cosot extra

Ejemplo # 2

Dado la funcién costo:
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C(x)=0.00 x* —0.09x2 + 30x + 100
Determine:
a. Costo marginal cuando x =60 ; x =120

b. Grafique

Ejemplo # 3

Ingreso marginal si la funcion ingreso esta dada por

R (x) =30x-0.01 x?

Detemine el ingreso marginal cuando x = 150 unds

Ejemplo # 4

Utilidad marginal

La ecuacion de la demanda de ciento articulo es P+ 0.1x = 200 y la funcion costo es

C (x) =3000 +25x

Calcule la utilidad marginal cuando se producen y venden 250 unidades

2.3. Derivadas Sucesivas
También llamadas de orden superior, consiste en lograr encontrar la primera, segunda, tercera
y n derivada de una funcion.

.I Ejercicios resueltos: Derivadas sucesivas

2
Hallar %Y @7V para las siguientes funciones:
dx?

dx '
1. Y= x*—5x+2
dy
— =2x-5
dx x
dz}r_z
dx?

5 Y= V3x?-5 Y=(3x2—5j§
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d
= (V™) =no™™™ i
Y _Laxosrt Laeos
2 (3225 (347 5)
dy 1., —
EZ E[Ex —5:] e [:6.’1’)
dy 3x
| T |
dx (342 5)3
dy 3x

dx +/3x2-5

Para hallar la segunda derivada, procedemos a calcular:

dy 3x

-

dx  (3x2-5)2
du_ dv

E(E)z Vdx Ydx

dx \v p?

2 (3x*— 5)% d (3x)— 3xi(3x2 — 5)%
d7y _ ' dx 7 dx

dx?

[(3x2 _ 5)%]2

1 1
42y (3x*—5)7(3)—3x [% (3x*—5)2 (6x)]
dx? (3x2—5)

1 -
3(3x%—5)7 —— 2%
d<y B (3:1'.2 — 5)5
dx? (3x2—15)
3(3x*—5) — 9x°
1
d’y  (3x-5)2
dx? (3x%2—5)
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9x2 — 15 — 9x?
1

d’y  (3x2-5)2
dx? (3x% —5)
d?y —15

5 = g
dx® (342 5)3

3 §=(6t*—2)°

5= (6t%)% — 2(6t1)(2) + (2)°

S=36t*— 24t +4

ds 2
— = 144t° — 48t + 0
dt

d’s

_ = 432t% — 48
dt®

4. ¥=(6x*—5)(4x—1)

Y =24x*—6x2—20x+5

dy 72x% —12 20
— =72x" —12x —
dx

£y 144 13
— — x_

dx?

5. Y= (2x—2)°
Y = (2x)° - 3(2x)%(2) + 3(2x)(2)* — (2)°

¥ =8x%—24x?4+ 24x— 8

dy 24x? — 48x + 24
— — 24x° — 48x
dx

.

—— = 48x — 48
dx

6. F(x)= 6x% —24x+ 12
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F'(x) =12x — 24

F(x) =12

7. F(x)=12x*—5x% + 2x°

F(x) = 48x% — 15x% + 4x

F(x) = 144x* —30x + 4

3 Y¥=6x>—2x2+3

¥ = 18x% — 4x

v =36x — 4
=
9. Y= =X
3x—1
dv dv
i(E) _ dx " "dx
dx \v v

d 2 2 d
E _ (3x —1) | (6x) — 6x” (3x—1)
dx (3x—1)°

dy _ (3x —1)(12x) — 6x7(3)

dx (3x —1)2

dy  36x®—12x —18x?
dx (3x —1)3

dy 18x? — 12x
dx  (3x—1)?

du dv
ORE

du \ i

= - d < < d
d?y _ (3x —1)° Ix (18x* — 12x) — (18x* — 12x)a(3x —1)?
dx? ((3x—1)%)*
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d*y (3x — 1)%(36x— 12) — (18x° — 12x)2(3x — 1)% (3x — 1)

dx? (3x — 1)*

d’y  (3x—1)*(36x—12) — (18x”*— 12x)2(3x— 1)(3)
dx? (3x—1)*

d’y  (3x—1)*[(12(3x—1))] — 6(18x* — 12x)(3x — 1)
dx? (3x— 1)*

d’y  12(3x—1)%® — 6(3x — 1) (18x” — 12x)
dx? (3x —1)*

d’y  6(3x—1)[2(3x— 1)* — (18x* — 12x)]
dx? (3x— 1)*

A2y (18x-6)[2(3x)2-2(3x)(1)+12]-(18x2 - 12x)

dx? (3x-1)#
Py (18v-6)[6x2-12x+2-18x2+12x]
dx? (3x-1)#

Py (18x-6(-12x2+2)

dx? (3x-1)%

d?y -21x3+36x+72x? -12)

dx? (3x-1)4

d?y  -216x2+72x2+36x -12)
dx? (3)6-])4

' Autoevaluacion # 7

1. Hallar ﬂe dz_y de:
dx dx2
Y= x*-5x*+2x*-5

Y=5x*4+6x2—3x—2

F(x) = v6x?—5
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4 Y= (7x*+3)
5= (4t—2)°
6. Y= (3x2+ 2)(6x— 1)
7. Y= \n‘l5x2—2
— 3 2 _
8. Y= x°+5x 3

5 oo P

Y =

9. 5x2

10. Y= V8x*+2 (5x—1)

2. Aplicando las formulas, hallar la primera y segunda derivada de:
| Y=6x?—5x+3

Y= x*—6x24+8x—5

2.
_ (8x—1)
3 (5x®-25)
4 = y6x— 1 (3x)

5 Y= (4x* + 3)?

6. Y=(8x-2)(7x-2)

7 Y= V8x% -3

3 Y=9x*—27x34+2x—2

2.4 Aplicacion de la derivada

La derivada sirve para encontrar la pendiente de una recta tangente a una curva, se aplica
en el campo de la economia y ciencias administrativas (para hallar el punto de equilibrio de la
oferta y la demanda) y en geometria analitica e ingenieria industrial (para hallar la pendiente de
la tangente a una curva).
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2.4.1 Geométrica Analitica

En geometria analitica la derivada se la calcula de la siguiente manera:

Dada la funcién ¥ = x? —6x + 8

a. Dibujar la curva de la funcion

b. Hallar la primera derivada de la funcién

c. Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(5,3).
a. Y=x*—6x+8

Y=(0)-6(0)+8=38

X |Y )
I— Y=(1)2-6(1)+8=3

0 18 (1)°—6(1) +

1 |3 2
SE S A Y=(22-6(2)+8=0

> T0 (2)" —6(2)
B Y= (3)2-6(3)+8=-1
-1 |15
-2 124 ¥=(-1)2-6(-1)+8 =15
4 |0

5 |3 Y=(—2)"—-6(—2)+8 =24

Y=(4)"—-6(4)+8=0

Y= (5)°-6(5)+8=3

° » P (5;3)

(.

\V/

Figura 12. Grafica de la funcion.
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b. Y= x*—6x+8

dy
—=2x -6

c. Como el punto donde la curva hace tangencia con la recta es P(5,3), tenemos que X=5,

entonces reemplazamos, ... — ? =2(5)—6=4
X

d. Para calcular la pendiente o inclinacion de cualquier recta se utiliza la formula T g8 = m

, como m = 4, tenemos T g@ = 4, ahora bien:

8 =YnvTg (4)

g = 75°57°50"

Dada la funciéon ¥ = x? —5x+ 5

a. Dibujar la curva de la funcion.

b. Hallar la primera derivada de la funcion.

c. Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(2;-1).

d. Determinar el valor del angulo de inclinacion de la tangente geométrica a la curva en el
punto P(2;-1).

a. Y= x2—5x+5 Y= (1) -5(1)+5=1
X |y
0 | s Y= (2)*-5(2)+5=-1
S S I
2 | -1 Y= (3)-53)+5=-1
3 -
L I Y= (4)2-54)+5=1
S 15
& Y=(5)2-5(5)+5=5

Y= (—1)*-5(-1)+5=11
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X

XO\ P (2:1)

Figura 13. Grafica de la funcion.

c. Como el punto donde la curva hace tangencia con la recta es P(2;-1), tenemos que X=2;

entonces reemplazamos m = ? =2(2)—-5=-1
&

d. Para calcular la pendiente o inclinacion de cualquier recta se utiliza la formula Tg8 = m

, como m = —1; tenemos:

Tgd=-—1
8 =YnvTg (—1)
8 = —45°
Segunda derivada

Ejemplos # 1

Analisis de la funcion de costo

C (x)=0.001x% - 0.2 x% +50x + 1500

El costo marginal es

C’(x)=0.001 (3x%)— 0.2 (2x) +50 (1)
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C’(x)=0.003x% - 0.4x + 50

La segunda derivada es

C”(x)=0.003 2x)— 0.4 (1)

C”’(x)=0.006x - 0.4

Si x =300 ; el costo marginal es
C"(300) = 0.003 (300)*-0.4 (300) +50
C (300) = 270—-120+50
C"(300)= 200
C”(300)= 0.006(300)—-0.4
C”(300)= 1.08—0.4
C”(300)= 1.4

Podemos interpretar que este resultado signidica que cada unidad adicional producida
conduce a un incremento de 1.4 en el costo marginal.

Ejemplos # 2
Analisis de la funcion de costo para la funcion de costo.

C(x)=0.001°—0.1x* + 10x + 50

El costo marginal es:
C'(x) =0.001(3x*)— 0.1(2x) + 10(1)

C'(x) =0.003x* — 0.2x + 10

La segunda derivada es:

C”(x) = 0.003(2x —0.2 (1)

C”(x) = 0.006x — 0.2

Si x =200, el costo marginales.
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C’" (200) = 0.003 (200)? - 0.2 (200) +10
C"(200) = 120 — 40 + 10

C” (200) = 90

C” (200) = 0.006 (200) — 0.2
C”(200) = 1.2—-02=1

Podemos interpretar que este resultado significa que cada unidad adicional producida
conduce a un incremento de 1 en el costo marginal.

Ejemplos # 3
Analisis de la funcion de costo para la funcién de costo
C (x) = 0.001(3x2)— 0.3(2x)+30(1)

C’ (x) = 0.003x% — 0.6x + 30

La seguda derivada es :

C”(x) = 0.003(2x) — 0.6 (1)

C”(x) = 0.006x — 0.6

Six =100, el costo marginal es

C’ (100) = 0.003 (100)2 - 0.6 (100)+30
C* (100) = 0.003(10000) — 60 + 30

€ (100) =30 — 60 +30 = 0

C” (100) = 0.006 (100) — 0.6

C” (100) = 0.6—0.6=0

Podemos interpretar que este resultado significa que cada unidad adicional producida no con-
duce a un incremento

2.4.2 Obtener Puntos Maximos y Minimos: Primer método.

De acuerdo a Granville, un valor de una funciéon es maximo si es mayor que cualquiera
de los valores que le anteceden o le siguen inmediatamente, mientras que un valor de una
funcion es minimo si es menor que uno cualquiera de los valores que le anteceden o lo siguen

inmediatamente.

Por ejemplo, en la figura, es notorio que la funcion tiene un valor minimo:
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BP(=Y = 1) Cuando X=1 y un valor maximo BP (=Y = 4) cuando X=2.

Figura 14. Gréfico lo que indica un
X punto maximo y un punto minimo.

Si aplicamos la teoria de Granville, el primer método para hallar Puntos Maximos y Minimos
tendra como procedimiento:

1. Se halla la primera derivada de la funcion.

2. Seigualala primera derivada a cero, y se hallan las raices reales de la ecuacion resultante.
Estas raices son los valores criticos de la variable.

3. Se consideran los valores criticos uno por uno, y se calculan los signos de la primera
derivada, en primer lugar para un valor un poco menor que el valor critico, y después,
para un valor un poco mayor que €l. Si el signo de la derivada es primero (+) y después
(-), la funcidn tiene un maximo para este valor critico de la variable, en el caso contrario,
es decir, si el signo de la derivada, es primero (-) y después (+), la funcidn tiene un
minimo para este valor critico.

Si el signo de la derivada no cambia, la funcién no tiene ni maximo ni minimo para el
valor critico considerado.

.I Ejercicios resueltos: Puntos maximos y minimos.

Calcular los valores maximos y minimos de la funcion.

Y=6x*—3x2—6x—2

Primer paso

— =18x?—6x—6
dx

Segundo paso

Matemiticas para las Ciencias Administrativas y Econémicas =~ §9



18x —6x—-6=0<6
3x2—x—1=0

Aplicamos la formula general: A=3; B=-1; C=-1

—b +Vb?* — 4ac

X =
2a
o “CDTVEDTTIBCD
2(3)
1++1+12
X =
G
1¢\."'ﬁ
X =
6
B 1+ \."Tlg
6
1+ 3.60
1= 5
X, =076
_1—4/13
6
N 1—3.60
6
X,=-043

Tercer paso

Cuando X = 0.76

X=105

18(0.5)* — 6(05) — 6 = —
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=1
18(1)*—-6(1)—6=+
Cuando X = —0.43
=1
18(—1)*—6(—1)—6=+
X=0

18(0) —6(0)— 6 = —

Ahora tabulamos la funcidén

X Y
0 -2 )
076 | -5.65  Min
1 -5
2 22
-0.4 | -0.5023  Max
-1 -5
-2 -50
Y
: X
17 Figura 15. Punto de inflexion, el punto de
inflexion es aquel que es el limite entre dos
) concavidades opuestas.
P.mn

2.4.3 Puntos Maximos y Minimos: Segundo método

Un segundo método para obtener los puntos maximos y minimos de una funcion, bajo el
procedimiento desarrollado por Granville, sera:

1. Hallar la primera derivada de la funcion.
2. Igualar a cero la primera derivada y resolver la ecuacion; las raices reales son los valores

criticos de la variable.
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3. Hallar la segunda derivada.

4. Sustituir en la segunda derivada, en lugar de la variable, cada uno de los valores criticos
obtenidos. Si el resultado es negativo, la funcion tiene un maximo para este valor critico;
si el resultado es positivo, la funcion tiene un minimo.

2.4.4. Puntos de Inflexion.

Un punto de inflexidon en una curva es el que separa los arcos que tienen su concavidad en
sentidos opuestos.

En la Figura 16, B es un punto de inflexion. Cuando el punto que describe una curva pasa
por un punto de inflexion, la segunda derivada cambiaréa de signo en ese punto, y si es continua
debe anularse. Luego, necesariamente, se verifica la siguiente igualdad:

En puntos de inflexion, F*'(x) =0

Y
\ o)
/
X
‘ Figura 16. Grafico de un punto
Punto de Inflexion (PI) mAaximo y un punto minimo.

2.4.4.1 Regla para obtener los puntos de inflexion
Para obtener los puntos de inflexion de los arcos se debe realizar el siguiente procedimiento:
1. Se halla F''(x).

2. Seiguala a cero F''(x), se resuelve la ecuacion resultante y se considera las raices reales
de la ecuacion.

3. Secalcula F'*(x), primero para valores de X un poco menores y después un poco mayores,
para cada una de las raices obtenidas en el segundo paso.

Si F*'(x) cambia de signo, tenemos un punto de inflexion.

Cuando F''(x) es positiva, la curva es concava hacia arriba. Cuando F'*(x) es negativa,
la curva es concava hacia abajo.
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.I Ejercicios resueltos: Puntos maximos, minimos y de inflexion

Hallar los puntos maximos, minimos y de inflexion de:

Y=6x>43x2—3x+2

Primer paso

7

dy .
—=18x“+6X-—3
dx

Segundo paso

18x*+6x—3=0+3

6x*4+2x—1=0

Aplicamos la formula general para calcular el valor de cada raiz real.

A=6;B=2;C=-1

—b +vVb?— 4ac
2a

w =

4o —AF@ 26D
4 2(6)

_ —2+v4+24
12

4o —2FV28
a8

 —2¥5.29
K 12

—2+5.29 A

a 12

—2 —5.29
X, = —= —0.60
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Tercer paso

d*y

— =36x +6
dx*
Cuarto paso

36(0.27) + 6 = +(min)
36(—0.60) + 6 = —(mdx)

Puntos de inflexion

Primer paso

d*y

dx?

=36x +6

Segundo paso

Jex+6=0-=+6

6x+1=10

Tercer paso

Cuando X = —é = —0.16

X=-05
36(—05)+6=—
=0

36(0)+ 6 = +

P B

v

Figura 17. Punto de inflexion (PI)

Como hay cambio de signo, tenemos un punto de inflexion
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1UC
Elasticidad

Resumen
Analizaremos la elasticidad de funciones y de arco, enfocaremos ejercicios y problemas

de aplicacion, ademas estudiaremos la elasticidad cruzada, las diferenciales con sus formulas
y aplicaciones.

Objetivos de aprendizaje
B Determinar correctamente la elasticidad de arco.
B Establecer la elasticidad cruzada.

B Aplicar diferenciales en las funciones.

3.1 Elasticidad de funciones

La elasticidad se puede definir como la variacion porcentual de una variable x en relacion
con una variable y. Si la variacion porcentual de la variable dependiente y, es mayor que la
variable x, se dice que la relacion es inelastica, ya que la variable dependiente y, varia en mayor
cantidad que la variable x; por el contrario, si la variacion porcentual de la variable x, es mayor
que la variable y, la relacion es elastica.

La elasticidad demanda precio o simplemente elasticidad de la demanda mide la variacién
relativa o porcentual que experimenta la cantidad demandada.

Matematicamente la elasticidad de la funcion se la define como:

La relacion entre el incremento relativo de la funcion y el incremento relativo de su variable.

simbolos —
EX

De acuerdo a definiciéon podemos inferir que:

AY Incremento relativo de la funcion con respecto a Y
E}" _ ¥ -
Ex ‘“E‘T L Incremento relativo de la variable X con respecto a X
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Ey x Ay

Ey vy Ax

| Formula de la elasticidad de la funcion
E; Y Dx

Ey lim x Ay

Ex Ax—0 y  Ax

Formula de la elasticidad de las funciones

o
¥

B |&

Primer paso: Multiplicar extremos con extremos medios con medios.

Segundo paso: Cuando el limite de X —> 0, el incremento Y —> X se convierte en dy y dx
respectivamente, es decir se origina la primera derivada.

.I Ejercicios resueltos: Elasticidad de funciones

1. Cuando el precio unitario de venta de un producto fue $45,00, se vendieron 60 unidades.
Cuando el precio subio a $52,00 la demanda fue de 52 unidades.

Determinar:
a. La funcidén demanda.

b. La expresion algebraica que permita calcular la elasticidad de la funcion.

c. El valor de la elasticidad de la funcion para x = 52

d. La variacion porcentual del precio unitario de venta para lograr incrementar la demanda
de 52 unidades en un 6%.

Como observamos, si el precio sube la demanda disminuye, entonces ubicamos en el plano
los puntos (P1Y P2) para graficar la funcion de demanda.

Luego encontramos la pendiente de esta funcion, con la pendiente y uno de los puntos por
donde pasa la recta demanda, hallamos la ecuacion de la funcion demanda.

Mas adelante con el valor X=52, lo remplazamos y hallamos la elasticidad de la funcion y la
variacion porcentual del precio unitario.

Datos

x=60;y=45

76 Pedro Correa Mendoza



p(52,52)
EY EY
B.— =?7C.x=752 = = D. A%y =7
_y2—yl
C x2—x1
45 —52 i
m = — = ——
60— 52 8

y—yl =m(x—x1)
7
yv—45= —g(x— 60)

8y — 360 = —7(x — 60)
8y — 360 = —7x + 420

8y =—7x+ 420 + 360

7,780
;= — —x —
N 8 P
y=—=-x+975
Ey X dy
BAF- =— =
EX Y dx
EV_ x ( 7)
Ex _7.1975" 8
_7
EY _ B8X
EX %7)(+97.5
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cuando = x = 52

7

Ey —3 (52

Ex 7 (52)+975
8

Ey  —455

Ex —455+4 975

Ey —455
Ex 52

'I,}'
— = —0.875
Ex

Ey
Ay = — (A%x)
Ex

A%y = —5.25%

2. Cuando el precio unitario de venta de un producto zapatos fue de $65.50 se vendieron 42
unidades. Cuando el precio subi6 a $69.90 la demanda fue de 39 unidades.

Determinar:

a. La funcion demanda.

b. La expresion algebraica que permita calcular la elasticidad de la funcion.

c. El valor de la elasticidad de la funcion para x =39 unidades.

d. La variacion porcentual del precio unitario de venta para lograr incrementar la demanda
de 39 unidades en un 2%.

Datos:
a) x=42 ; y=65.50 P1(42;65.50)

x=39; y=69.90 P2(39; 69.90)

Ey
Ex

b)

=7

c) x=39

78 Pedro Correa Mendoza



s
I
"

d) A%y =?
y
P2 (39 ; 69.90)

P1(42 ; 65.50)

m= 69.90 - 65.50
39-42

m= 4.4 = -1.4666
-3

yv-yl=m(x-x1I)

y - 65.50=-1.4666(x - 42)

¥ - 65.50=-1.466x + 61.5972
y=-1.4666x+61.5972 + 65.50
y=-1.466x+127.0972

Ly _,
Ey -
Ey _X dy
Ey Y dx

EY_ X (.]4666)
EX -133x+ 113.1

EY _ -1,4666x

EX -1,4666x + 127,0972

¢) Cuando x= 39

EY_  -1,4666
EX  -1,4666 + 127,0972

EY_  -57,1974
EX .57.1974 + 127.0972

Y o 9@
(3) 4 Q & Q)
— 9 &D:L.’
» X
(zapatos)
Figura 18. Gréfico de elasticidad de funcion.
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EY _ 57,1974

EX  69.8998
EY _ -0.8182
EX

d)41% y= Ey (A7)

Ex
A% y=(-0.8182) (2)

A% y= - 1,6364

3.2 Elasticidad de arco

La elasticidad de arco es una magnitud que refleja la elasticidad-precio de la demanda entre
dos puntos, como referencia las condiciones matematicas a considerar son las siguientes:

1. Supongamos una funciéon y = f(x)

2. En el plano cartesiano supongamos dibujada la linea de la funcion.

3. Enla curva de la funcion consideraremos los puntos P1(x1;y1) y P2(x2;y2)
4. El segmento de la linea dibujada comprendida entre los puntos P1 y P2, es un arco.

5. Para obtener la formula que permite calcular la elasticidad del arco, serd suficiente
promediar las elasticidades de los puntos que limitan el arco.

P1(x1;v1)
Ey x1 Ay
Ex ¥l Ax

Para el P2(x2;y2)

Ey =x2 Ay
Ex y2 Ax

Promediando nos queda:
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x1+x2 Ay+ Ay

Ey™>3 2
Exvl+yv2 Ax+ Ax
2 2

Ey x1+x2 2Ay
Ex yl+y2 2Ax

Ey  x1+x2 Ay

= .— —» Foérmula para la elasticidad de arco
Ex yi+y2 Ax

.I Ejercicios resueltos: Elasticidad de arco.

1. Cuando el salario del obrero era de $380,00 al mes, podria consumir 7 libras de
carne; cuando el salario aumenté en $470,00 al mes, entonces el obrero pudo
consumir 10 libras de carne.

Determinar:

1. La elasticidad de la funcion C=f(S)

2. La variacion porcentual del consumo de carne, si el obrero por su desempeiio recibe un
incremento en su salario del 6 %

consumo C=f(S)

P1(380;7) P2(470;10)

Ec _ 51+S2 AC
"Es  C1+C2 AS

Y
Ec 380+470 3 P,(470,10)
Es 74+ 10 90 P.(380,7),
£
Ec 850 1 850 g
— = —.—=——= 1.6666
Es 17 30 510
R X
EC Salarios
2.A%C = — (A%S
oC = g (4%5)
Figura 19. Grafico de elasticidad de
A%C = 1.666(6%) arco.

A%C = 9.990¢
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2. El salario del obrero era de $170,00 semanales, y consumia 3 litros de leche por
semana; cuando el salario aumenté a $200,00 semanales, entonces pudo consumir 5

litros de leche semanales.

Determinar;

1. La elasticidad de la funcion C= £(S)

2. La variacion porcentual del consumo de leche, si el obrero por su desempefio recibe un

incremento en el salario del 2.5%

Consumo

Y
Leche

P (170,3)¢” " P,(200,5)

Salario

C=1(s)
P2(200;5)
P1(170;3)

Salario

Ec _ S1+52 AC
Es Cl1+C2 AS

1.

Ec 1704200 2
Es 345 30

Ec 370 1
Es 8 15

Ec 370
—=—_ =308
Es 120
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5. A%C = = (A%S)
A%C = 3.08(2.5%)

A%WC = 7.7%

l' Autoevaluacion # 8

Resolver los siguientes problemas relacionados con el calculo de la elasticidad del arco.

1. Cuando el salario era de $320,00 al mes, el obrero podria consumir 12 litros de leche;
cuando el salario aument6 en $370,00 al mes; entonces el obrero pudo consumir 14 litros
de leche al mes.

Determinar:

a. La elasticidad de la funcion C= F(S)

b. La variacion porcentual del consumo de leche, si el obrero por su desempefio recibe un
aumento en el salario del 3%.

2. Si el trabajador recibe un salario semanal de $155,00 podria consumir 3 libras de carne
semanal; cuando el salario aument6 en $185,00 semanales, pudo consumir 8 libras de
carne.

Determinar:
a. La elasticidad de la funcion C= F(S)

b. La variacion porcentual del consumo de carne, si el empleado por su desempeio recibe
un incremento del salario en un 2%.

3.3 Elasticidad cruzada

En el mercado encontramos productos que se comercializan cruzados. Esta elasticidad
cruzada de la demanda informa el grado de influencia que tiene un producto en la demanda de
otro producto y las variaciones en el precio del otro producto diferente pero relacionado.

Si el resultado de la ecuacion es mayor a cero, estamos hablando de un bien sustituto, si es
menor a cero, estamos hablando de un bien complementario.

3.3.1 Bienes sustitutos

Son aquellos bienes que compiten en el mercado, es decir, un bien es competencia del otro y
en consecuencia, si el precio de uno de los bienes aumenta, su demanda disminuird y, esto hara
que la demanda del otro bien (sustituto) aumente.
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Por ejemplo: La mantequilla y la margarina, son bienes sustitutos, pues el precio de venta de
uno de ellos influye en la demanda del otro.

+ +

Precio
Demanda

Mantequilla Margarina

En el ejemplo grafico, uno de ellos representa la mantequilla y el otro la margarina, como son
bienes sustitutos, la elasticidad es positiva, por esta razon las flechas van hacia arriba.

Cuando los productos son sustitutos la elasticidad es positiva (+)

3.3.2 Bienes complementarios

Son aquellos bienes que tienden a utilizarse en conjunto, por lo tanto, si baja la demanda de
uno (porque aumenta su precio) esto afecta la demanda del otro bien.

Por ejemplo: Las llantas y los automotores son productos complementarios, pues el precio
de venta de los autos influye en la demanda de llantas.

Para los productos complementarios la elasticidad resulta negativa (-)

3.3.3 Bienes complementarios perfectos

Dos bienes son complementarios perfectos cuando ambos tienen que ser usados o consumidos
de manera simultanea. El ejemplo mas tipico que suele presentarse es el de los zapatos del pie
izquierdo y zapatos del pie derecho. Las caracteristicas mas importantes de estos bienes es que
el usuario prefiere consumirlos en proporciones fijas.

Técnicamente los bienes complementarios perfectos se reconocen por sus curvas de
indiferencia, formas de L o formas de un angulo recto.

A

Las Curvas de
indiferencias, cuando son
bienes complementarios
perfectos, tienen angulo
recto.

>

Figura 21.- Bienes complementarios perfectos
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Ningun bien es complementario perfecto de otro. Lo mas normal es que las curvas de
indiferencia estén curvadas hacia delante.

A

Figura 22.-Bienes complementarios perfectos

.l Ejercicios resueltos: Elasticidad cruzada.

Cuando el precio del articulo A fue de $55,00 cada uno, se vendieron 38 unidades del
articulo B; cuando el precio del articulo A subié a $62,00 la demanda del articulo B fue de 47
unidades.

Determinar:

a. La elasticidad cruzada de la demanda de B con respecto al precio de A.

b. ;Son los productos A y B sustitutos o complementarios?

c. (Cual es la variacion porcentual de la demanda de B, para cuando el precio de A, sube el

3% sobre los $62,00 que se cobraban?

dolares

EDE PA+ PA2 ADE

EPA DB1+ DE2 APA

EDB _ 55+62 9
EPA 38+47 7
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EDB 117 9

EPA 85 7
EDB _ 1053
EPA 595
EDB

— =176
EPA

3
"g 2(62,47)
=
E
P (55,38)
> X
$

Figura 23. Elasticidad cruzada.

a. Los productos de A y B son sustitutos porque la elasticidad resulta positiva (+)
A "HOF

b. A%DB= (A% PA)

A% DB = 1.76( 3%)

A% DB = 5.28%

' Autoevaluacion # 9

Resolver los siguientes problemas relacionados con elasticidad cruzada.

1. Cuando el precio del articulo A fue de $45.00 cada uno, se vendieron 36 unidades del
articulo B; cuando el precio del articulo A subi6 a $52.00, la demanda del articulo B
fue de 11 unidades.

Determinar:

a. La elasticidad cruzada de la demanda de B con respecto al precio de A.

b. (Son los productos A y B sustitutos o complementarios?
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c. (Cuadl es la variacion porcentual de la demanda del articulo B, para cuando el precio de
A, sube en 1.5 % sobre los $52.00 que cobraba?

2. El precio unitario de venta del producto X es $19.00 cuando la demanda del producto
Y es 150 unidades; si el producto X, aumenta su precio unitario a $22.00 la demanda
del producto Y cruzada en el mercado se reduce 142 unidades.

Determinar:

1. La elasticidad cruzada de la demanda de X con respecto al precio de Y.

2. Lavariacion porcentual de la demanda de X cuando el precio de Y aumenta en 3%

3.4 Diferenciales: Definiciones

Si f'(x) es la derivada de f(x) para un valor particular de X, y AX es un incremento de X,
arbitrariamente elegido, la diferencial de f'(x), que se representa por el simbolo df(x), se define
por la igualdad:

df'(x) = £ ()AX = ZAX (4)
Si f(X) = X, entonces f'(X) =1, entonces (A) se reduce dx = Ax

Asi, cuando X es la variable independiente, la diferencial de X(=dx) es idéntica a AX. Por
tanto, si Y=f(x), (A) puede, en general, escribirse en la forma:

dy = f(x)dx = % Dx

dy = (d}’) AX
¥ = dx

Teorema: La diferencial de una funcion es igual al producto de su derivada por la
diferencial de la variable independiente.
Diferencial de una funcion

Son valores extremadamente pequenas de una funcion matematica si la funcion es y = f (x),
el diferencial se lo simboliza dy.

Para obtener la formula que permite el diferencial,hagamos el siguiente analisis grafico.
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dy dy _dy
Ax Ax dx

dy = [g} = Ax =formula

La interpretacion geométrica de lo que se aprecia en la Fig. (8) construyamos la curva

¥ = f(x). Donde f'(x) sea el valor de la derivada en P tomamos dx=PQ.

Entonces, dy = f(x)dx =Tg t PQ

(1)

_ er —
= *PQ=0QT
 ;
M

\ V4 V = f {K}

| -

T
>

Figura 24. Grafico de la diferencial

Luego dy, o sea, df(x), es el incremento (=QT) de la ordenada de la tangente, correspondiente
a dx.

Esto da la siguiente interpretacion de la derivada como funcion, si se representa por dx un
incremento arbitrariamente elegido de la variable independiente X para un punto.

P(x;y) en la curva Y= {(x), entonces en la derivada

dy

-

—=f@=TyT

dy representa el incremento correspondiente de la ordenada de la Tangente de P

Tangente en P
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Debemos advertir, especialmente que la diferencial (= dy) y el incremento (=Ay) no son, en
general, iguales. En efecto, en la figura 8, dy= QT, pero Ay = QP’ *

Siguiendo con la teoria Granville y usando diferenciales, hallar un valor aproximado para
cada una de las siguientes expresiones.

.I Ejercicios resueltos

1
V=xz
Donde x=16
Ax =0.08
d (d‘v) A
Y= dx F

2
1
dy = (—1).ﬂx
2x2
dy = —— Ax
“ 2\x
dy = — 0.08
T (0.08)

¥y =v16.08 = 4.0199 = 4.01

Es decir:

V16 +0.01
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4+ 0.01 =401

2. y =63 y =+x
x = 64 }r-xi
Ax=-1 Ay=?

1
dy = (—,_ Ax
2\ x
1
dj = (t) Ax
2464
1
dy=_~_ (-1
y=25 (D
dy = —— = —0.0625

y =+/63 =8— 0.0625 = 7.9375

’ Autoevaluacion # 10

Usando diferenciales hallar un valor aproximado de cada una de las siguientes expresiones

1)V76
2)/104
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3) Y6X—2

1
4)5

5) V17

6) V25
7) /1020
8) V140

3.5 Férmulas varias para calcular diferenciales

Con base a la teoria de calculo diferencial e integral desarrollado por Granville, la diferencial
es igual a:

1.

La diferencial de una constante es igual a cero.

d(c)=0

La diferencial de una variable es igual a:
d(x)=dx

. La diferencial de una suma y resta combinada de funciones es igual a la diferencial de

cada una de ellos.
d(utv—-w)=du+dv-dw.
La diferencial del producto de una constante por una funcion, es igual a la constante que

multiplica a la diferencial de la funcion.

d(cv)=cdv

. Ladiferencial de un producto de dos funciones es igual a la primera funcion que multiplica

al diferencial de la segunda, mas la segunda funcién que multiplica al diferencial de la
primera funcion.

d(uv)=udv+vdu

El diferencial de una potencia de una funcién, es igual a n que multiplica a la funcion
elevada a la potencia disminuida en 1, por el diferencial de la funcion.

dv?)=nv™'dv
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7. El diferencial de una potencia de una variable, es igual a n que multiplica a la variable

elevada a una potencia disminuida en 1 por el diferencial de la variable.

d(x") = nx™!dx

El diferencial de un cociente de una funcion dividida para una constante, es igual al
diferencial de la funcion dividida para la constante.

El diferencial de un cociente de funciones, es igual al producto del denominador por
el diferencial del numerador, menos el producto del numerador por el diferencial del
denominador, todo dividido por el cuadrado del denominador.

J (E) _ vdu-udv

v 12

Para hallar diferenciales, lo méas facil es hallar la derivada, y multiplicar el resultado por dx.

La operacion de hallar diferenciales se llama diferenciacion.

El diferencial del logaritmo natural de la funcion, es igual al diferencial de la funcion, sobre

la funcion. d(Inv) = —
v

dv

.I Ejercicios resueltos: Diferenciales

Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones:

92

s P
¥y =Wvx°—2x

i

y=(x"-2x)3: ___, div™)=nv" ldv

d _1 2 ;—1 2
}I—E(x —2x)7 , d(x"— 2x)
2

1 b
dy = E (x‘ —2x) 2 [ d(xzj - Zd(x)]

1 1
d}r=§(x‘—2x] 2 (2x dx — 2 dx)
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_ 2dx(x— 1)

¥y 1
2(x? — 2x)2
x—1)dx
R
Vx? — 2x
g Zx
Y = ez
2x d(u) vdu—udy
}F = —1 — | = —2_
(2a* —x?)2 Y Y
., .1 A
- (2a® —x*)2 d(2x) — 2x d(2a” — x°)2
V= X NE
(242 = x?)7]?
. .2 L
(2a® —x*)2 d(2x) — 2x d(2a” —x*)2
d}?' — 1
[(2a% = x?)7]?
- - i 1 —i -
(2a® —x%)2 [2d(x)] — 2;:[5(2&2 —x7)72d(2a* —x7)]
dy =
p (2a? — x2)
s -+ l 1 s -5 —l Y -
E @ (2a” —x7)2 (2dx) —2x[5(2a” — x7) 2] [d(2a") — d(x7)]
- (2a? — x?)
2 2 T, T
- (2a” —x%)2 2dx —2x[5(2a” —x7) 2 (—2x dx)]
o (2a? — x?)
1 z
(2a2 —R’.ZJE de-l- Lixlr
dy — (2a? — x?%) /2
2 (2a? — x?)
2(2a® —x%) dx+2x%dx
2 Ay 1y
by Gz
e (2a? — x?)
4 a” dx — 2x” dx 4+ 2x° dx
- - 1.’
gy = (2a? —x2) /2
i (2a? — x?)

1
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4 aq dx

dy = ———=
(2a* —x2) /2

b 4 a® dx

R i —

- J(@2a? —x?)®

L _ J(ax®+ex-2)5
y= 8a

5

_(4x2+6x—2]7 d(u)_ du

o~ 8a ¢/ ¢

5
- g (4x% + 6x— 2)7 * d(4x® + 6x — 2)

P 8a
5 5 __ -
7 (4x" + 6x — 2) 7[4d(x°) + 6d(x) — d(2)]
};l' —
8a
5 , __
7 (4x" + 6x—2) 7[4(2xdx) + 6 dx
};l' —
8a
5(8x dx+ 6 dx)
2z
_ T(4x? + 6x— 2)7
Q 8a
1
(40x +30)dx

y = —
56a \/(4x? + 6x —2)2
5=20V7t*+5¢t

1
s =20(7t*+51)2
d(cv) =cdv

1, 1 )
ds = 20[_ (7t + 5 )2 Yd(7t? +51)]

ds = 20[%[7&2 +5 tj_%][?d[tzj +5d(1)]
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1 1
ds = 20[5(7¢* + 5 8) Z](14 t dt + 5dt)

10(14¢tdt + 5dt
Lo 1o( )

1
z

(7t24+51¢)

140 + + 50) dt
ds=( ;}
V7t2+ 5t

5. y=v10ax?+5 (6x + 1)

1
y = (10ax? + 5)2 (6x + 1)

dluv) =udv+vdu

1 1
dy = (10ax® + 5)Z d(6x + 1) + (6x + 1)d(10ax” + 5)2

—

dy = (10ax® + 53% [6d(x)+ d(1)] + (6x+ 1) [%(10:13:2 +5)72 d(10ax® + 5)]

——— 1 _
dy = (10ax® + 5)2 (6dx) + (6x + 1)[5 (10ax" + 5) 2 (20ax dx + d5)

" 1 10 ax dx
dy = (10ax? + 5)2 (6dx) + (6x + 1) | ———

(10ax?® +5)2

) (10ax* +5)(6 dx) + (6x + 1)(10 ax dx)

-

1
(10ax? + 5)2

E 60ax® dx+30dx+60ax?dx+ 10 ax dx
J 1

(10ax? + 5)2

. (120ax? + 30 + 10ax) dx

< V10ax?+5
Diferencial

Uan seccion de terreno en un cuadrado con lados de 500m de longitud si s¢ muceve de cada
lado una franja de 50m para destinarse a una carretera (Cuanta arca sc pierde en esta seccion?
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Como la figura del terreno es un cuadrado, tenemos A = x2

Si el lado se modifica X + Ax, el cambio de area AA es dado en forma aproximada por la
difrencial

Aa = f'(x) Ax = 2xAx

Donde x =500 m y Ax =-50m

AA =2 (500) (-50)=-50000m

Asi, la perdida del area aproximadamente equivalente a 50000 metros cuadrado.

Resumen Resolveremos ejercicios aplicando cinco formulas basicas. Luego calcularemos el
area que hay: entre curvas, ejes de coordenadas, extremos superior e inferior (estos extremos
también se denominan limites) También se calcula el excedente promedio de los consumidores

y vendedores.

En lugar del término que hay vamos a utilizar la palabra comprendida, por lo tanto el texto
deberia quedar de la siguiente manera:

Resumen Resolveremos ejercicios aplicando cinco formulas basicas. Luego calcularemos
el area comprendida: entre curvas, ejes de coordenadas (X o Y), extremos superior e inferior

(estos extremos también se denominan limites). También se calcula el excedente promedio de
los consumidores y vendedores.

’Autoevaluacién # 11

Hallar la diferencial de las siguientes expresiones:

1. ¥=3/(6x*+ 3x)?

_ (8x®+5x-2)%

2, :} 3a

— 4 Z
3. y=v10x3—2x%(6x— 2)

T
g~ - |4
1

5 y=3a®—2a*+6x— 10

2x

¢ V= a2
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Za—x

7. '}I: 2a+x
g y=--12
a X

9. v=7ay20x?—6x

10. vy = (6x — 2)2V3x2 + 2
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Integrales

Resumen
Resolveremos ejercicios aplicando cinco formulas bésicas. Luego calcularemos el area
entre curvas, ejes de coordenadas, extremos superior e inferior (estos extremos también se

denominan limites)

También se calcula el excedente promedio de los consumidores y vendedores.

Objetivos del aprendizaje
B Aplicar correctamente las formulas de integrales en las funciones.
B Calcular el area entre curvas y el eje de coordenadas aplicando integral definida.

B Calcular el punto de equilibrio entre la oferta y la demanda.

4.1 Introduccidn

La integracién es una operacién inversa de la diferenciacion, utiliza el signo [, que es una
letra “s” deformada, letra inicial de la palabra suma. La funcién f(x) que asi se obtiene se llama
integral de la expresion diferencial dada; el procedimiento de hallarla se llama integracion. La
operacion se indica escribiendo el signo ya mencionado [ delante de la expresion dada; as:

[ £(x) dx= f(x),

que se lee: la integral de f’(x) dx es igual a f(x)

La integral se divide en integral indefinida e integral definida.

Integral definida Integral indefinida

[ f'(x) dx
I}
f(x) 1:
L

f(b)-f(a)
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Cada una de ellas, tiene sus propias caracteristicas, la primera se debe a la constante de
integracion (C) y la segunda toma el nombre por los limites: limite superior y limite inferior.

La constante arbitraria C, se llama constante de integracion y es una cantidad independiente
de la variable de integracion. Puesto que podemos dar a C cuantos valores queramos, se infiere
que si una expresion diferencial dada tiene una integral, tiene también una infinidad de integrales

que difieren solo en las constantes.

Por tanto, | f’(x)dx= f(x) + C, y puesto que C es desconocida e indefinida, la expresion f(x)
+ C, se llama integral indefinida de f’(x)dx.

En lo que respecta a la integral definida, se representa de la siguiente manera: f: yvdx y
literalmente se lee “la integral desde a hasta b de ydx”.

La operacion se llama integracion entre limites o extremos, a es el limite inferior, b el limite
superior.

A
Y

= y=fx)

- a —-| x’
< b :>!

Figura 25. Gréfico de integral definida

4.2. Formulas de integrales inmediatas

4.2.1 Integral de una suma y resta combinadas de diferenciales

Integral de una suma y resta combinadas de diferenciales, es igual a la integral de cada una
de ellas.

[(du + dv- dw) = Jdu + [dv -[dw
Ejemplo:

[(4x>+ 5x +2) dx

[4x2 dx + [5x dx +[ 2 dx

4x2 dx + 5[x dx + 2[dx

4x3 + 5x* + 2x+C
3 2
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4.2.2 Integral de una constante multiplicada por el diferencial de una
funcion

Integral de una constante multiplicada por el diferencial de una funcion es igual a la constante
que multiplica a la integral de la funcién més la constante de integracion.

[adv =afdv = av+c
Ejemplo:

[8x5 dx

8/x* dx

8X°e+ C
6

4X6+C
3

4.2.3 Integral de la diferencial de una funcion
Integral de la diferencial de una funcioén es igual a la funcidon mas la constante de integracion.
fdx=x+c¢
Ejemplo:
fdy

y+C

4.2.4 Integral de una funcion elevada a una potencia

Integral de una funcion elevada a una potencia es igual a la funcion elevada a la potencia mas
uno, sobre la potencia mas uno, mas la constante de integracion.

+C
J.Vn dV = y" +1
n+1
Ejemplo:
[(9x2+2)"2 x dx
N=1/2

V=9x2+2
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dv= 18x dx

1 J(9x>+2)"2 18x dx
18

1 (9X2 + 2)1/2 +1
18 a+1

1 (9x2 +2)

18 302 +C

2 (9X2 + 2)3/2
18 (3)

9

2 (9X2 + 2)3/2
18 (3)

9

(9X22"; 2)3/2 —|—C

4.2.5 Integral de un cociente del diferencial de una funcién sobre la
funcion

Integral de un cociente del diferencial de una funcion sobre la funcion, es igual al logaritmo
natural de la funcién, mas la constante de integracion.

Jdv=Inv+c¢
A%

Ejemplo:

J‘ 30x dx
15x*+5
v=15x*+5
dv=30x dx

In (15x% + 5) + C

.I Ejercicios resueltos: Integrales

Integrar las siguientes funciones:

1. [ (6x3-5x2+2x) dx
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f(du Fdv o dw) Jdu tIdv - [dw
Joxidx - [5x7dx 1+ [2xdx
o/x dx -5/xdx 12]xdx

x* 5x3 2x?

6—— —+—+
P——_————
3x* 5x? 2

— ——tx"+ ¢
2 3
f(3x2—5}2dx

[y - 2699 + (97
f(gx* —30x% +25)dx

9 [x*dx — 30 x%dx + 25/ dx

9x°  30x3

= 3 + 25x+¢

9x°
Vg 10x? + 25x 4 ¢

[ Vax? —6 xdx

vﬂ'l'l
fv“dv= + c
n+1

f(d-x 2 — ﬁ}alxdx

=
I
W

v=4x> — 6
dv = 8xdx

1 :
5 f(d-xz — 6)% 8xdx
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1(4x>—6)= "
e
8 41

3

3V (4x* —6)*
+c

32
4. [(10x®—6)3x%dx
v-n+1
n dy =
J' v dr ntl + &

n=3
v=10x%—6

dv = 30x%dx
B 3 3 2
o (10x° —6)° 30x°-dx

1 (10x%— )%
—. +c
30 3.+1

1 (10x*®—6)*
- +c
30 4

10x3 — 6)*
120

x dx
>. vBx®-5

f x%dx
- A
(8x% — 5)z

J(Bxa —5) zx*dx
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n=-
2

v=8x*—5

dv = 24x°dx

1 L ,
—f(SxE—Sj z 24x°dx
24

- —1
ba (8x% —5) =

1 (8x*—5)=
24 —Z41

+ c

1 (8x3—5)z
24

+ ¢

ba |

2v8x%—5
24

+c

V8x3—5
12

+c

ffw“?x: — 5 xdx

j(?xﬂ —5)7xdx

==
7
v=7x%—-75

dv = 14xdx

1 5 =
—J_(?x‘ — 5)7 14xdx
14
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i
1 (7x%—5)7""
E + c

14 1
?+1

1 ?x9—5§

—( ) +c

14 g

7

7 J7x%? —5)8

14 8

?l' ?xz-SB

NI 5"
16

7.- J(ana —10)= x%dx

i
=3
3

v =9ax®— 10

dv = 27ax?dx

1

i
52 J.(gaxs —10)% 27ax*dx
a

4
1 (9ax- 10)°
27a 4

3 3 5
1 33/ Ga’-10¢

273 4

27a

3/ (9ax® - 10)°
.

108a

4+
x dx
8. “r x—1

Cuando el numerador tiene potencia mayor o igual que el denominador se divide de la

siguiente manera:

105
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x4 x-1
x4 +x3 x3+x2+x+1
/X3
342
/o x?
X2+ x
7 x
x+ 1

/+1

Entonces tenemos:

1
-3 2 -+ 1 +—) dx
f[x +x“+x+ +x—1]

. dx
fx%x+]xﬂx+fﬂﬁ+fdx+f 1
e

x* x¥ x?
T+?+?+ x+ln(x—1]+ c

6
i’ / )§+de

Cuando el numerador tiene potencia mayor o igual al denominador, se divide el numerador
para el denominador.

X0 x+1
-x0- x9 X-xF+x3-x2+x-1
/X
+xI+x4
/ +x#
A3
I -x3
+x3 +x2
J +x2
-x2-x
/=X
+x+1
+]

Entonces tenemos:

/ ( X-xF+x3-x2+x-1+ xJ]ril) dx

/x5dx—/x4dx+ x3dx —/xzdx + xdx—/dx+ xdeI
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6 x3 4 x3 x2
o X
6 5 4 3 2

-x+tin(x+1)+C

'Autoevaluacién #12
Integrar las siguientes funciones, utilizando formulas.
C JVex?—3 xdx

b. [(4x* — 6x)* dx

o J(9x* —3)3%dx

C
=
x"dx
d. f.x+1
fxsdx
€ 7 x%pz
f xdx
f. Y 45752

g [V4ax?—5xdx

x2dx
h J 50

i, J(7x*— 2)%xdx

fxsdx

J: x+3

4.3 Calculo de area

Para calcular el area de una figura geométrica tomamos en consideracion la region
comprendida entre los puntos de pares ordenados, los ejes en referencia y la primera derivada.

.I Ejercicios resueltos: Calculo de area
1. Dado los puntos PA (0 ; 0) y PB (9 ; 5)

a. Ubicar los puntos en el plano
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b. Hallar la ecuacion de la recta AB

c. Calcular el area que estd comprendida entre la recta y el eje de las x

Y
5
P(9,5)
P(0,0) —>Jdxl<— 9 X
PA(0,0)x PB(9,5)

Figura 26. Grafico de la funcion.

b. ¥y—y, =m(x—x,)

Y2—3
m=—-
X — Xy
5—0 &5
m:—:—
9—-0 9
0 > 0
= =—x_
y 9( )
5
=—x
” &3
c. dA=ydx
dA=Exdx
9

MO0,
91 2 2

5 81
A==.—
9" 2
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. Dados los puntos P1(0,7) y P2 (8,0)

a. Ubicarlos en el plano

b. Hallar la ecuacién del segmento de la recta P1P2

c. Calcular el area que estd comprendida entre la recta y los ejes

» X

||PN

Figura 27. Grafico de la funcion

y—y, =m(x—x,)

yv=——x+7
dA = ydx
B 7
dA:J' (——x-i—?)dx
0 5]
g g
A———J' xd.x-{-?f dx
0 0
a=-1 a B+7 )5
~ g\ i (x)a

Matematicas para las Ciencias Administrativas y Econdmicas

109



) PR

gl 2
A— 0 156
2
_—56+ 112

- 2
56 /
A=—=28u"
2

3. Dados los puntos PA (0,0); PB (7,8) y PC(14,0), calcular el area del tridngulo, utilice
integrales
Y

ﬂk

v

Py Pc

Figura 28. Grafico de la funcion

y—y, =m(x—x,)

Y2=N

fciA = ydx

a8
fdﬂ=—xrix
7
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2 0
L8[ ©

1 7] 2 2
8 49

A =—.—
72

A, = 28u°

Y-y =m(x—x)

3 xz 14
A2 = —5(?) +16(x)3*
7
8 /196 49
= ——(———)+ 16(7)
7\2 2
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8 (196 — 49
A2 = ——(—) +112

7 2
8 /147

A2 = ——(—) +112
7\ 2

A2= -84+ 112
A2 = +28u°

AT = 28u? + 28u°
AT = 56u*

4. Dados los puntos PA (0,0); PB (5,10) y PC (9,0). Calcular el area del triangulo, utilice
integrales

PB(5,10)
10

Al A2

|

PA(0,0) >|dx | 5 =|dx|<  pc(9,0) X

Figura 29. Gréafico de la funcion

Hallar la ecuacion AB Hallar la ecuacion BC

Ecuacion AB
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Hallar el area
dA = ydx

/dA/ 7x+45 dx

9
/ dA=- g xdx +425)de

2.9 9
A=-5(3), + 5(x),

(- 52)+45 -9

N

A2:-§(81-25)+45(4)

L s
A,=-2 (56

2 2(2)+90
A2=-§(28)+90
Ay =-70+90

Ay= 20 U2

Atotal=A; + A,

A total = 25u2 + 20u?

A total = 45u2
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4.4 Aplicacion del calculo integral al campo econémico
4.4.1 Excedente de los consumidores (demanda)

4.4.1.1 Excedente

El excedente (excedente econémico, bienestar total o excedente Marshaliano) se refiere a la
suma de dos excedentes: el excedente del productor o el excedente del consumidor.

4.4.1.2 Excedente del consumidor

Se considera la diferencia existente entre la cantidad méxima que un consumidor esta
dispuesto a pagar por una cantidad determinada de un bien y lo que en realidad paga por esa
cantidad.

4.4.1.3 Excedente del productor

Es la cantidad monetaria con la que los productores se benefician por vender al precio del
mercado que es mayor que su maximo precio de disponibilidad para vender.

Precio
Curva de oferta

b

Excedente del
Consumidor

.................. ¥ Equilibrio

' \ Curva de demanda
L , \
B 3

Cantidad de Equilibrio Cantidad

Precio de Mercado

Figura 30. Grafico del punto de
equilibrio entre oferta y demanda.

4.4.1.4 Excedente de la produccion

Es la parte de la produccién que sobra una vez cubiertas las necesidades y el consumo
corriente. El excedente puede acumularse (almacenarse) o si es convertido en moneda es posible
su ahorro.

4.4.1.5 Excedente economico o plusvalia

El excedente econdmico real es la diferencia entre la produccion real generada por la
sociedad y su consumo efectivo corriente. Resulta por lo tanto, idéntico al ahorro o acumulacion
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normalmente mediante activos (instalacion de equipos, saldos positivos resultados del comercio
exterior, atesoramiento de monedas de oro). El excedente econdomico es menor que la nocioén de
plusvalia de Karl Marx. Asi resulta que el excedente econdmico real es la parte de la plusvalia
que esta siendo acumulada y vende, por eso se debe recalcar que todos los entes econémicos
deben estar perfectamente equilibrados, para que asi las fuerzas motoras de una economia no
tengan ningun impacto en las decisiones del consumidor.

.I Ejercicios resueltos: Excedente

1. En la comercializacion de un producto, la tendencia de comprar a los consumidores es
y = 90-3x? y la participacion de los vendedores es y = 40+x>.

Determinar:
a. El grafico superpuesto de las lineas de demanda y oferta.

b. Elprecio de equilibrio de mercado y el nlimero de consumidores del producto que pueden
pagar el precio del mercado.

c. Elexcedente promedio de los consumidores favorecidos al comprar al precio de equilibrio.
Desarrollo:

a. Para graficar las curvas tabulamos cada una de ellas y luego graficamos.

Yd=90-3x2Y, =40 + X

X Y X Y
0 130 0 50
1 126 1 53
2 114 2 62
3 94 3 77
4 66

Yd
\ PE(3.53 ; 52.61)

Figura 31. Grafico de la funcion
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Consumo

b. Como podemos observar el punto de equilibrio no lo hemos hallado en la tabulacion, por
lo tanto lo buscamos analiticamente.

90 — 3x2 =40+ x?

—x2—-3x2=40-90

—4x* = —50
. =50
K- = ——
—4
x* =125
x = 3.53

Reemplazamos X=3.53 enlay oy,

Y, =90 — 3(3.53)°
Y, =90 — 37.38

Y, = $52.61
P.E.(3.53;52.61)

c. da=ydx

Como la region sombreada estd comprendida entre la curva de la demanda y la recta y=52.61,
establecemos la siguiente diferencia:

d4d = (v —52.61)dx
dA = (90 — 3x? —52.61)dx

dA = (37.39 — 3x%)dx

fdA =f(3?.39—3x2]dx
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3.53 3.53
J dA = 37.39J dx — 3[ x%dx
0 0

(353)° (0)°
3 3]

A=3739(x)3% — 3[

43.98
A=13198-3 (T)

A=13198 — 43938
A = %88 consumidores

Para calcular el excedente promedio utilizamos la siguiente férmula:

_ $88
Ee =S5 Ec = $24.92

2. Las ecuaciones de demanda y oferta en la comercializacion de un articulo son
y =130 - 4x%, y = 50 + 3x?; respectivamente.

Determinar:
a. El gréafico superpuesto de las lineas de demanda y oferta.
b. El precio de equilibrio de mercado.

c. El excedente promedio o superavit de los consumidores favorecidos al comprar al precio
de equilibrio.

Ejercicio de reforzamiento:

Tabulemos las ecuaciones de demanda y oferta

Y, =130-4x? Y =50+3 x’ 3
dx Y=50+3x"
P.E (3.38; 84.27)
X Y X Y
Yp=130-4x"
0 130 0 50
1 126 1 53
2 114 2 62
3 94
3 77
4 66

Figura 32. Grafico de la funcién
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Buscamos el punto de equilibrio entre las curvas, relacionados

e
130 — 4x? = 50 + 3x?

—4x?—3x2=50- 130

—7x%2=-80
. —80
x"' = —_—
-
x?=1142
x = +3.38

Reemplazamos x=3.38 en la demanda o en la oferta

v, = 50+ 3(3.38)°
Y, = 50 + 34.27

PE. (3.38; 84.27)

Como la region sombreada esta comprendida entre las curvas de la demanda y la recta
y=84.27, establecemos la siguiente diferencia:

dA = (y —84.27)dx
dA = [130 — 4x? — 84.27]dx

dA(45.73 — 4x%)dx

3.38

3.38
fdA=45.?3 dx—dl-f xldx
W]

0

X3 3.38
A =14573(x)3% - 4(?)
0

A=14573(338-0) — 4 l(3'38)3 _ (Ojal

3 3
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38.61
A=15456—4 (T)

A =15456—51.48
A = $103.07 consumidores

Para calcular el excedente promedio de los consumidores, utilizamos la formula:

10307
E.C=5——0  [E.Cc=$3049

.I Ejercicios resueltos: Excedente de los vendedores (ofertantes)
1. Las funciones de demanda y oferta en un mercado de competencias es y = 60 - 2x?;
y=25+x2.
Determinar:
a. El precio de equilibrio de mercado

b. El excedente promedio de los vendedores que se favorecen vendiendo al precio del
mercado que es superior a lo que ellos podrian comprar.

Y, = 60K Y¥8 25+ X2

X Y X Y
0 60 0 25
1 58 1 26
2 - 2 29
3 42
3 34

4 28

Y

A

PE(3.38:84.27)

Yo

v

Figura 33. Excedentes de los vendedores
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Igualamos las dos ecuaciones

60 — 2x2 =254 x?

—2x2—x?2=25—-60

—3x2=-35
. —35
x"' —g— |
-3
x = 11.66
x = 3.41

Reemplazamos X=3.41

Y, = 60— 2X*

Y, = 60 — 2(3.41)°
Y, = 60— 23.25

Y, =36.74

P.E(3.41;36.74)

Como la region sombreada esta comprendida entre las curvas de la oferta y la recta y=36.74,
establecemos la siguiente diferencia:

dA = yxd
d4 = [36.74 — (25 + x%)]dx
dA = (36.74 — 25 — x*)dx

dA = (11.74 — x*)dx

3.41 3.21
fd.q=11.74f dx—f x2dx
o o

x3 3.41
A=1174(x)3* - (?)
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A=1174(341-0) — [(3'?)3 - (?Bl

A=4003 - E5

A=4003—-13.21

A = 3%26.82 ofertantes

$26.82
Ev =
3.41
Ev = §7.86

2. Sila funcién de demanda y ofertante es: y, = 95 - 3x*; y_= 34 + 2x, respectivamente.
Determinar:
a. El precio de equilibrio de mercado

b. EIl excedente promedio de los vendedores que se favorecen vendiendo al precio de
mercado que es superior a lo que ellos podrian comprar.

Y, =95-3X?Y =34 +2X?

X Yd X Yo
0 95 0 34
1 92 1 36
2 83 2 42
3 68 3 52
4 47 4 66

A yad

PE.

Yo
» X

Figura 34. Excedentes de los vendedores
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Como el punto de equilibrio no lo encontramos tabulando, recurrimos al método de igualacion.

95 — 3x2 =34+ 2x?

—3x2—2x2=34—-195

—5x2=—61
. 61
x© =—
5
x2=122
x = +3.49

De los dos valores, el valor considerado es el positivo y reemplazamos x=3.49

Y, = 95— 3(3.49)°
Y, = 95— 36.54
Y, = $58.45

Como la region sombreada estd comprendida entre las curvas de la oferta y la recta y=58.45,
establecemos las siguientes diferencias:

dA = ydx A = 85.33 — 28.33
dA = [58.45 — (34 + 2x?)]dx
dA = (58.45 — 34 — 2x*)dx

dA = (24.45 — 2x*)dx

3.45 3.45
fdA = 24.45f dx —zf x2dx
0 ]

3 3.49
A =2445(x)3% -2 (—)
0

A=2445(3.49—0) — 2 l(3_49)3 _ (033]
3 3
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A=85.33-28.33

A= $57.00
Ev _ 57

3.49
Ev= $16.33

4.5 Mercado monopolio

4.5.1 Monopolio: Concepto.

Un monopolio (del griego monos “uno” y polein “vender”) es una situacion de privilegio
legal o fallo de mercado en el cual existe un producto (monopolista) u ofertante que posee un
gran poder de mercado y es el Unico en una industria dada, o que posee un producto, bien,
recurso o servicio determinado y diferenciado.

Para que exista monopolio es necesario que en dicho mercado no existan productos sustitutos,
es decir, que no exista ningin otro bien que pueda reemplazar al producto; por lo tanto, es la
unica alternativa que tiene el consumidor para comprar.

El monopolista controla la cantidad de produccion y el precio, aunque no de manera
simultanea, vale decir, el monopolio podria determinar en primer lugar la tasa de produccion
que maximiza sus ganancias para luego determinar, mediante el uso de la curva de demanda, el
precio maximo que puede combinarse para vender dicha produccion.

.I Ejercicios resueltos: Monopolio

El costo unitario del producto es $15,00, la demanda de los consumidores del mercado esta
dada por la funcién yd=105-2x>.

Determinar:

a. El precio unitario de venta que debe fijar el monopolista de mercado para lograr la mejor
utilidad del negocio.

b. El excedente promedio de los consumidores.
Desarrollo:

Funcion de Ingreso (I)= (precio unitario) unidades
FI=(105-2x%x

FI=105x-2x3
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Luego, derivamos la funcién ingreso

" 105 — 6x°
_— J— x‘-
dox

Derivamos el costo unitario de fabricacion, es decir 15x

de .
F-=
Igualamos:

Derivados de los Ingresos = Derivados de los Costos

105 — 6x2 = 15
—6x? =15 — 105

e
=

—6x° = —90
x = 3.87

Este valor x=3.87 lo reemplazamos en la funcion de la demanda

yd = 105 — 2x?
vd = 105 — 2(3.87)°

yd = 105 — 29.95

vd = § 75.04
Y
1&
El excedente promedio de los consumidores
yd = 105 — 2x? ﬁ
X yd
0 105
1 103
2 97
3 87
4 73

Figura 35. Gréfico de la funcion.
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dA = ydx
dA = (v — 75.04)dx
dA = (105 — 2x* — 75.04)dx

dA = (29.96 — 2x%)dx

3.87 3.87
Jm=29.96f dx—ZJ xidx
0 o

3

i 3.87
A=2996(x)3 -2 (—)
0

A=29.96 (3.87 - 0) -2 [ (3-%:357)3 ) (03)2 ]

A=11594 — 3864 =77.29
A =8%77.29 consumidores

$77.29 consumidores
3.87

Ec =

Ec = $19.97

2. Elcostounitario del producto es de $32,00. La demanda de los consumidores del mercado
esta dada por la funcion yd=75-3x>.

Determinar:

a. Elprecio unitario de venta que debe fijar el monopolista de mercado para lograr la mayor
utilidad del negocio

b. El excedente promedio de los consumidores.
Utilidad = Ingreso de venta — Costo
Ahora tenemos,

Ingreso de ventas = precio (unidades)

R=75—3x"
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R = 75x — 3x°

Derivamos la funcion,

R = 75x — 3x°

B 75 — 9x?
aXx

Calculamos los costos totales,

Costo = Costo unitario (unidad)

€ =32(x)
C=32x

Derivamos la funcién costo,

dC 33
=
Igualamos,

75 —9x2 =32

x2=47777

x = 2.18

Reemplazaremos X=2.18 en yd=75-3x>
yd = 75 — 3(2.18)*
yd = 75 — 14.25

yd = $60.74
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»=<

yd = 75 — 3x° ;

Yd
75
72

63
48

W N =] O] ™

Figura 36. Gréfico de la funcion.
dA = ydx

dA = (yd — y)dx
dA = [(75—3x?) — 60.74]dx

dA = (14.26 — 3x%)dx

2.18 2.18
fdA = 14.26J’ dx — 3[ x%dx
0 Q

3y 218
. x
A=1426(x)5% -3 (?)
o

(2.18)* (0)®
3 3

A=1426(218—-10)— 3 [

A=31.08—-10.36

A = 5%20.71 consumidores

$20.71
Ec =
2.18
Ec = $9.50

’Autoevaluacién #13

1. Lademanda y la oferta en mercado competitivo estdn dados por las expresiones:
y=95-2x*;y=45+5x?
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Determinar:

a.

b.

El precio de venta fijado por la competencia

El excedente promedio de los vendedores

El costo unitario del producto es de $55.90, la demanda de los consumidores del mercado
esta dada por la funcion y =85 — 2 x?

Determinar:

a.

El precio unitario de venta que debe fijar el monopolio de mercado para lograr la mejor
utilidad del negocio

b. El excedente promedio de los consumidores

3. Si el costo unitario del producto es de $29.10, la demanda de los consumidores es de
yd =56 - 3x>

Determinar:

a. El precio unitario de venta que debe fijar el monopolista de mercado para lograr la
mejor utilidad del negocio

b. El excedente promedio de los consumidores

4. En la comercializacion de un producto la tendencia de compra de los consumidores es
y =65 — x? y la participacion de los vendedores es y = 95 + 3x?

Determinar:

a. El grafico superpuesto de las lineas de demanda y oferta.

b. El precio de equilibrio de mercado y el nimero de consumidores del producto que
pueden pagar el precio de mercado.

c. El excedente promedio de los consumidores favorecidos al comprar al precio de
equilibrio.

5. Las funciones de demanda y oferta en un mercado de competencia son: yd = 80 - 2x?

; yo =20 + 4x?

Determinar:

a. El precio de equilibrio de mercado

b. El excedente promedio de los ofertantes o vendedores que se favorecen vendiendo al
precio de mercado.
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6. Dadas las tfunciones y = 2 - 3X*; y = 1¥ + 5X*, demanda y oferta respectivamente.
Determinar:
a. El grafico superpuesto de las lineas de demanda y oferta.

b. El precio de equilibrio de mercado y el nimero de consumidores del producto que
pueden pagar al precio de mercado.

c. El excedente promedio de los vendedores que se favorecen vendiendo al precio de
mercado.
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